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Résumé 


En théorie des supercordes de type II, la paire brane-antibrane séparée admet dans son 
spectre de corde ouverte un tachyon bi-fondamental pour toute séparation £ < mV/2a’. La 
dynamique de ce système serait décrite par l’action effective de Garousi en tout £ Æ 0. 
Notre étude montre que le domaine de validité de cette action concerne exclusivement des 
condensations de tachyon spatiales. Des études précédentes menées par Bagchi et Sen [//] ont 
montré l’existence dans le domaine sous-critique partiel l < mva’ d’une théorie conforme 
(CFT) décrivant une condensation dynamique à distance constante, appelée tachyon roulant. 
Nous montrons que cette CFT existe en vérité sur l’ensemble du domaine tachyonique. Grâce 
à cette démonstration, i) nous prouvons que le domaine de validité de l’action de Garousi ne 
peut pas inclure de condensations de tachyons temporelles et ii) nous justifions le calcul de la 
fonction de partition le long du tachyon roulant pour tout £ < x 2a/. En utilisant une méthode 
proposée par Kutasov et Niarchos [77], nous déterminons une action effective quadratique pour 
les champs de tachyon et de distance, au moins valable en tout £ autour de la solution de tachyon 
roulant. Cette étude a été publiée dans Physical Review D [62]. Par ailleurs, nous avons étudié 
le modèle sigma non linéaire défini comme la déformation perturbative de la CFT du tachyon 
roulant. Les fonctions bêta du groupe de renormalisation, que nous avons obtenues, sont en ac- 
cord avec les équations du mouvement de l’action effective quadratique proposée, confirmant 


ainsi son expression. 


Abstract : 


Tachyon condensation in brane-antibrane system 


In superstring theory of type II, the separated brane-antibrane pair admits a bi-fundamental 
tachyon in its open string spectrum, for any separation l < 7/2a’. The dynamics of this sys- 
tem would be described by the Garousi’s effective action for any £ ~ 0. Our study shows 
however that the domain of validity of this action only includes space-like tachyon condensa- 
tion. Previous studies led by Bagchi and Sen [7] showed the existence, in the partial sub-critical 
domain £ < Va’ of a conformal field theory (CFT) describing a dynamical condensation at 
static distance, called rolling tachyon. We show this CFT actually exists on the whole tachyo- 
nic domain. Thanks to this demonstration, i) we prove that the domain of validity of Garousi’s 
action excludes time-dependent tachyon condensation and ii) we justify the computation of the 
partition fonction along the rolling tachyon for all £ < m2. Using a method proposed by 
Kutasov and Niarchos [77], we determine a quadratic effective action for the tachyon and dis- 
tance fields, at least valid in the whole tachyonic domain around the rolling tachyon solution. 
This study has led to the publication of an article in Physical Review D. In addition, we 
studied the non linear sigma model of perturbative deformations along the rolling tachyon CFT. 
The beta-function of the renormalization group, that we obtained, are in good agreement with 
the equations of movement derived from the proposed quadratic effective action. This stands as 


an independent confirmation of its expression. 
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Première partie 


Préambule : de la théorie quantique des 
champs à la théorie des cordes 





EPUIS SON INTRODUCTION dans les années 60, sous l’impulsion de scientifiques tels 
D que Veneziano, Gross, Scherk, Schwarz ou Polyakov, la théorie des cordes a vu son 
développement s’intensifier. D’abord appliquée à la modélisation des interactions fortes puis 
plus tard imaginée comme théorie fondamentale de l’univers, elle est peu à peu devenue incon- 
tournable dans le paysage de la physique théorique. C’est depuis les années 90 que la théorie 
recoit un gain d’intérêt phénoménal, depuis que l’on a découvert les D-branes. Depuis lors 
combien de dualités les mettant en jeu a-t-on découvert ? Faisant d’elles des éléments d’une 
importance colossale. Et pour cause, la plupart des modèles cosmologiques cordistes actuels se 
basent sur leur dynamique afin de trouver une origine cohérente et unifiante a l’univers. Mais 
nous découvrons de jour en jour de nouvelles particularités, de nouveaux objets, de nouvelles 
géométrie et notre connaissance actuelle de la théorie et de toutes ses implications semble en- 
core très faible par rapport à l’étendue de ses ramifications. 

Nous allons a présent partir des années 1900, période de grande ferveur scientifique, qui a 
vu se développer les théories grandioses que sont la mécanique quantique et la relativité res- 
treinte et générale, survoler la période des années 30 a 70 pendant laquelle ont été élaborées les 
théories des particules relativistes, les théories quantiques des champs, pour arriver finalement 
à l’époque s’étalant des années 70 à nos jours en vue d’un des chefs d’oeuvre de la physique 
théorique et expérimentale moderne, le Modèle Standard des particules. Nous conclurons pour- 
tant sur ses limitations et nous verrons avec quel naturel la théorie des cordes s’immisce dans 
le paysage de la physique fondamentale pour devenir aujourd’hui la théorie de premier plan. 
Nous |’ introduirons très brièvement, puis nous présenterons dans ce cadre la problématique de 


la condensation de tachyon et enfin de cette thése. 


Mécanique quantique et relativité 


L’histoire de la mécanique quantique et celle de la relativité ont débuté quasi simultanément 
au début du siécle dernier. Les avancées impressionnantes dans chacun de ces domaines ont 


amené les physiciens a s’interroger sur Il’ unification de ces deux théories. 


Mécanique quantique 


La premiére explique comment les particules de matiére telles que les électrons, protons 
ou neutrons, émettent des ondes lumineuses — photons — tout en conservant l’unité de l’atome. 
Les travaux conjoints de Schrödinger, Heisenberg, Bohr, Dirac, De Broglie et Einstein — malgré 
leurs divergences d’ opinion — convergent vers une formulation des lois physiques extrêmement 
mathématisée et usant d’un formalisme probabiliste et de théorie des groupes — espace de Hil- 
bert, états, opérateurs et algèbres, fonctions d’onde.... La puissance de ce développement réside 
pourtant dans sa concision et son apparente clarté, malgré les mystères qu’il dévoile. 

Les théoriciens découvrent que les particules de matière sont portées dans l’espace suivant 
la figure d’interférence d’un paquet d’ondes — c’est la dualité onde-corpuscule. La position de 
la particule, supposée alors ponctuelle, n’est ainsi jamais déterminée exactement au sein de ce 
paquet au point qu’on ne peut affirmer que la particule est vraiment portée par le paquet ou 
totalement dématérialisée dans les ondes. Pour cette raison, les lois physiques s’appliquent non 


pas à une particule suivant une trajectoire déterminée, mais à un ensemble d’ondes. Les pendants 





mathématiques de ces lois sont appelés des équations d’onde. Ainsi, la particule”, mesurable 
dans cet ensemble d’ondes sous la forme d’un agrégat ponctuel d’énergie, ne suivrait en réalité 
aucune trajectoire particulière entre son point d’émission et son point de réception. La résolution 
des équations d’onde montre une discrétisation — ou quantification — des valeurs des observables 
telles que l’ énergie ou les moments cinétiques — spin et moment orbital par exemple. Le système 
quantique est alors décrit par un nombre fini ou infini d’états classés suivant la valeur de ces 
observables et représentés par des vecteurs (bra et ket). Dans ce formalisme, les lois physiques 
s'expriment à l’aide d’opérateurs linéaires agissant sur ces vecteurs d’états. 

Testée théoriquement et expérimentalement, la théorie quantique est une révolution, mais 
laisse cependant de larges zones d’ombres. En particulier, comment concilier les visions an- 
tagonistes d’une matière à la fois onde et corpuscule ? Pourtant la description de l’atome en 
noyau et couches électroniques donne des accords expérimentaux excellents, jusqu’à l’observa- 
tion directe. Et il a fallu pour cela abandonner l'intuition classique d’un corpuscule parfaitement 
localisé et de trajectoire déterminée ; mais abandonner aussi l’intuition que les mesures de la 
position et de l’impulsion d’une particule peuvent être simultanées. 

Face à ces mystères, Dirac insistera pour ne pas chercher de représentation conforme à 
l'expérience humaine; les lois atomiques défiant l’intuition, il faut suivre en aveugle la route 
que les mathématiques nous ouvre. Le lecteur pourra ouvrir l’excellent ouvrage de Cohen- 
tannoudji, Diu et Laloë [20]. 


Relativité restreinte et générale 


La théorie de la relativité, introduite par Lorentz, Poincaré et Einstein — qui la développera 
considérablement — se base sur le constat expérimental que la valeur mesurée de la vitesse de 
la lumière est indépendante du référentiel galiléen d’observation. A cela s’ajoute le postulat 
que les lois de la physique ne doivent pas non plus dépendre du choix de ce référentiel. Au- 
trement dit, par changement de référentiel galiléen, les lois physiques observées et la valeur 
de la vitesse de la lumiére doivent étre invariantes. Mathématiquement, Lorentz puis Poincaré 
démontrent que de tels changements de référentiel galiléen prennent la forme de transformations 
dites spéciales appelées aussi boost de Lorentz. Les lois physiques sont ensuite déterminées 
avec la contrainte de covariance, c’est-à-dire d’ invariance de forme par transformation spéciale. 
Einstein développe le formalisme en introduisant les notions de simultanéité et de causalité, 
concepts extrêmement importants ayant permis d’unir l’espace et le temps en une seule entité 
géométrique : l’espace-temps, doté d’une structure causale. L’ensemble du formalisme consti- 
tue la relativité restreinte. 

Einstein souhaitera généraliser le postulat de covariance des lois à l’ensemble des référentiels, 
y compris accélérés, passant ainsi de la relativité restreinte à la relativité générale. Constatant 
que la gravité peut être annulée par le truchement d’une accélération — principe d’équivalence 
— Einstein montrera que la gravité est localement un effet relativiste. Cet aspect de localité le 
conduira à considérer que l’espace-temps est localement déformé et que la gravité est totale- 
ment encodée dans cette géométrie. Toute la puissance de la géométrie Riemannienne vient 
renforcer cette nouvelle approche et conduit à mathématiser la physique à un niveau supérieur. 
Mieux encore, les mesures de la précession du périhélie de Mercure et les mesures d’ Eddington 


sur la déformation des rayons lumineux appuient cette révolution ! La géométrie est réconciliée 





avec la physique et occupera désormais une place de maître dans la physique moderne. On 
pourra lire les ouvrages de Wald pour la relativité générale [130] et de Nakahara pour l’ap- 
proche mathématique de la géométrie riemannienne [89]. 


Théorie quantique des champs et théories de jauge : la construc- 
tion du Modèle Standard 


Théorie quantique des champs 


La théorie quantique des champs (TQC) est la fusion de ces deux concepts fondamentaux, à 
savoir la mécanique quantique et la relativité restreinte. Elle nous a permis de comprendre com- 
ment un photon se propage et comment un électron émet ces quanta d’onde électro-magnétique. 
C’est en 1925 que cette recherche est initiée par Heisenberg, Born et Jordan, plus tard complétée 
par Dirac. La description de ces particules nécessite de tenir compte à la fois de la mécanique 
quantique — les calculs doivent dépendre de la constante de Planck À — et de la relativité res- 
treinte|!| puisque tout phénomène physique faisant intervenir des particules de vitesse quasi- 
luminique doit être modélisé par des lois covariantes de Lorentz. Ces recherches ont mené à ex- 
primer en un formalisme très complet l’électrodynamique quantique. Grossièrement, l’électron 
est couplé au champ électromagnétique par sa charge électrique ; il émet et absorbe des quantas 
d’onde lumineuse (photon) et il est lui-même un quanta de champ — électronique ici. Ainsi, 
le processus dominant l’interaction entre des particules de matière chargées consiste en des 
échanges de photonsf] Face au succès de cette théorie, les physiciens ont imaginé de l’adapter 
à tous les autres types d’interaction connus : interactions faible, forte et gravitationnelle. 

Il était déjà très clair dés 1925 que les photons et les électrons revêtaient des natures bien 
différentes, ne satisfaisant pas à la même statistique. Le premier est un boson, c’est-à-dire il 
peut se superposer à un photon identique ; le deuxième est un fermion, c’est-à-dire il subit 
une règle d’exclusion — de Pauli — qui interdit toute superposition de particules rigoureuse- 
ment identiques. En outre, le photon est un champ dont les degrés de liberté peuvent être 
représentés par ceux d’un quadrivecteur — appelé boson vecteur. Par ailleurs, les degrés de 
liberté du champ électronique étant régis par une statistique non triviale, il faut introduire un 
nouvel objet mathématique, le spineur. La généralisation de l’électrodynamique quantique à la 
théorie quantique des champs doit donc regrouper les bosons (scalaires, vecteurs, tenseurs...) 
et les fermions (spineurs) puis formaliser leur quantification en terme de particules — seconde 
quantification. Ainsi, dans le formalisme hamiltonien les champs sont décrits par des oscil- 
lateurs harmoniques et sont exprimés en termes d’opérateurs de création et d’annihilation de 
quantum à telle ou telle impulsion ou telle ou telle position. Suite aux travaux de Feynman dans 
les années 1950, le formalisme lagrangien, à travers |’ introduction des intégrales de chemins, 
est généralisé au cas quantique et une approche plus statistique est envisagée, en même temps 


qu’un développement visuel fort — les diagrammes. Les interactions entre particules sont alors 





1. D’un point de vue microscopique l’espace-temps est plat en première approximation. Une généralisation 


appelle une théorie microscopique de la gravitation, ce qui sera la théorie des cordes. 
2. Cependant cette visualisation sera vraiment intégrée lorsque Feynman introduira ses diagrammes et lorsque 


la convergence perturbative de cette approche sera vérifiée. 





soumises à des poids statistiques qui privilégient tel ou tel processus, tel ou tel échange de par- 
ticule. Cette approche renoue en quelque sorte avec la vision classique et déterministe dans le 
sens où — au niveau perturbatif — l’intégrale de chemins est une façon de moyenner sur tous les 
chemins possibles que pourrait prendre une particule pour se rendre d’un point A à un point B. 
La trajectoire classique est alors celle qui minimise le temps propre de propagation de la parti- 
cule, mais les effets quantiques indiquent que la particule empreinte tous les chemins possibles 
à la fois. La théorie des perturbations directement associée à cette approche conduit à com- 
prendre les interactions fondamentales comme relevant d’échanges de quanta de champ d’in- 
teraction entre les diverses particules de matière. Nous recommandons la lecture des ouvrages 
de Itzykson-Ziiber et de Peskin-Schroeder pour une introduction complete a la théorie 
quantique des champs. En complément, le lecteur pourra trouver d’importants développements 
dans les ouvrages de Weinberg [132]. 


Théories de jauge, modèle standard et au-delà 


La généralisation de l’électrodynamique quantique à l’ensemble des interactions a conduit 
les physiciens à analyser en profondeur les concepts liés aux interactions dites ”’de jauge” telles 
que les interactions électro-magnétiques. En effet, outre sa qualité de boson-vecteur, le pho- 
ton possède une symétrie interne, nommée symétrie de jauge. Or il s’avère indispensable que 
la théorie entière vérifie cette symétrie de façon à exprimer de manière cohérente les interac- 
tions du photon avec la matière fermionique. Dans le dessein final d’unifier l’ensemble des 
interactions, le choix a été fait de généraliser le concept de ”jauge” à tous les bosons d’interac- 
tion, devenant ainsi des bosons de jauge, introduisant respectivement les théories de jauge, 
chacune associée à un groupe de symétrie de jauge. Des résultats expérimentaux dans les 
grands accélérateurs de particules appuient cette intuition et fondent le Modèle Standard des 
interactions electro-faibles et fortes SU(3) x SU(2) x U(1). Du côté théorique, les avancées 
mathématiques en géométrie différentielle permettent d’interpréter géométriquement la cova- 
riance de jauge d’une théorie en termes de fibrés. C’est une constatation importante dans le sens 
où, s’il ne faut pas forcément comprendre que l’origine de toutes les interactions est purement 
géométrique, pour le moins l’interaction gravitationnelle établie plus haut comme fondamen- 
talement géométrique — c’est-à-dire associée à des transformations purement géométriques — 
peut être dérivée en terme d’interaction de jauge donc en terme de graviton. Sans aller aussi 
loin, les théories de jauge possèdent déjà des propriétés fantastiques, posant des contraintes de 
cohérence sur la théorie elle-même et introduisant de nouveaux objets, topologiques et donc 
non-perturbatifs : solitons, instantons efc. En ce qui concerne les théories de jauge et les aspects 
géométriques, le lecteur pourra lire la revue d’Eguchi et al. ainsi que les ouvrages de Nakahara 
et de Binetruy [28] [89} [15]. 

Le modèle standard offre une correspondance assez nette avec les résultats expérimentaux 
obtenus dans les grands accélérateurs de particules. Ultime particule hypothétique à découvrir, 
le Higgs est retors et semble se cacher indéfiniment des expérimentateurs — à moins que le LHC 
ne finisse par mettre très bientôt la main dessus. Mais il faudrait le trouver, car lui seul semble 
pouvoir expliquer les différences de masses entre les particules : entre les leptons, entre les 
bosons de jauge et entre les quarks. Bien qu’indispensable, il n’ offre cependant pas la propriété 


la plus adéquate : sa masse est ajustée beaucoup trop précisément et sa masse nue extrémement 





élevée, ce qui pose un problème de naturalité — naturalness problem. Il faut aller au-delà du 
modèle standard pour expliquer cette intrigante propriété, sans nécessairement mettre au rebut 
les théories de Higgs — ici intervient la supersymétrie qui résout en même temps le problème de 
naturalité et le problème de hiérarchie. Outre cet aspect, il faut de toute façon aller plus loin, car 
il semblerait que le modèle standard n’est qu’une théorie effective à basse énergie. En effet, trop 
de paramètres sont à ajuster, entre autre les constantes de couplages, dont celles entre le boson 
de higgs et les autres particules. Enfin, devant le succès de la théorie électro-faible d’unification 
de l’électromagnétisme et de l’interaction faible, tout porte à croire que les interactions électro- 
faibles et fortes doivent également être unifiées à un niveau d’énergie plus élevée — échelle de 
Grande Unification GUT. 


Gravité quantique, supersymétrie et supergravité : vers la théorie 


des cordes 


Le problème de la gravité 


Finalement, que penser de la gravité ? Serait-ce, comme suggéré plus haut, une interaction 
de jauge ? Peut-on unifier la théorie quantique des champs et la relativité générale ? Malheu- 
reusement, un naïf modèle de gravité quantique ne fonctionne pas, car 1l présente des calculs 
pathologiques. En effet, les échanges de graviton à échelle infinitésimale ne sont pas contrôlés 
et donnent des probabilités infinies — non-renormalisables. 

Des divergences UV similaires apparaissent dans le cadre du modèle standard. Le traite- 
ment appliqué pour traiter ces divergences se nomme renormalisation (63]. La théorie — 
les paramètres — est ajustée de telle sorte que les résultats physiques sont finis, ce qui revient 
souvent à introduire des paramètres infinis — ce fameux ajustement fin. Il s’agit d’une méthode 
efficace, mais finalement peu satisfaisante dans le cadre du modèle standard : cet ajustement très 
précis pour des valeurs extrêmement élevées des paramètres de la théorie est trop artificiel. Cela 
va dans le sens de l’existence d’une théorie plus fondamentale. Ajoutons que ces paramètres 
ajustés sont des constantes de couplage ou des masses — dites nues. Tant que leur dimension 
est positive ou nulle, la théorie est dite renormalisable. Or c’est toujours le cas des constantes 
de couplages et des masses nues du modèle standard. Par conséquent, le modèle peut être testé 
expérimentalement, non pas dans ses paramètres fondamentaux — puisque ceux-ci sont ajustés 
— mais dans sa forme, son expression ; et il l’a été, positivement. 

Ce faisant, la renormalisation n’est pas uniquement reliée à l’existence de résultats infi- 
nis. En particulier, dans les théories renormalisables, la renormalisation traduit un vrai pro- 
cessus physique. Ceci est mis en valeur par la méthode de renormalisation introduite par Wil- 
son. Elle consiste à imposer une échelle UV physique A,),,; à la théorie, au-dessus de laquelle 
tous les effets quantiques perturbatifs ou non-perturbatifs doivent être intégrés. En vérité cette 
intégration-ci tient, pour sa part, compte d’un cut-off UV Amar qui pourrait être la limite à 
partir de laquelle telle théorie est supposée fausse donc les corrections non pertinentes. Dans 
le modèle standard, cette limite est typiquement Maur ~ 10! GeV l’échelle d’énergie de la 
grande unification. L’échelle À,,,, en revanche correspond en général à l’énergie maximale 


atteinte dans un accélérateur, ou dans une expérience de collision particulière, par exemple, et 





elle est par définition inférieure à Amaz. En ce sens, les couplages de la théorie — on parle de 
théorie effective — définie en-dessous de l’échelle maximale dépendent réellement de l’échelle 


physique, et cela est vérifié expérimentalement. 


Dans la théorie des champs de la gravité, la constante de couplage ajustable serait la constante 
de Newton Gy. Or celle-ci est de dimension négative Gy = M, 2 en fonction de la masse de 
Planck M, = 1,22.10'9 GeV. La théorie associée est donc non-renormalisable, c’est-à-dire 
qu’il existe une infinité de diagrammes UV-divergents à tous les ordres. Ceci indique que la 
théorie perturbative est effectivement mal définie pour les impulsions élevées ou de manière 


équivalente aux petites distances. 
Il existerait deux solutions — voire une troisième — à ce problème : 


i) Est-ce une pathologie du calcul perturbatif ? Auquel cas, peut-être faut-il envisager le 
problème dans une approche non-perturbative pour le résoudre. Il s’agit de la direction 


dans laquelle s’est engagée la gravité à boucle, qui connaît quelques succès. 


ii) Ou bien est-ce une problème plus fondamental de la physique quantique ? C’est l’option 
qu’a choisi d’explorer la théorie des cordes, en proposant de résoudre le problème de 
divergence des interactions gravitationnelles en délocalisant les particules. Elles admet- 
traient une structure microscopique de la forme d’une corde, de taille fixée £; ~ lp autour 
de la longueur de Planck £, ~ 1,616.10~*4 m, échelle caractéristique de la gravité quan- 
tique. La théorie quantique des champs qui en découle est ainsi dotée d’une longueur, 
donc d’une échelle, minimale d’interaction. Autrement dit, la limite infinitésimale (UV) 


de la théorie est contrôlée naturellement. 


iii) A-t-on réellement besoin d’une gravité quantique pour décrire nos observations ? Jus- 
qu’à quel point la mathématisation des phénomènes est possible ? Autrement dit, faut-il 
bien que les modèles mathématiques soient cohérents d’un bout à l’autre et en dehors du 
champ d’observations ? Je n’irais pas plus loin dans cette problématique, car je ne connais 
aucune réponse si ce n’est des questions. Mais je la conçois personnellement comme une 


option. 


La supersymétrie et la supergravité 


L’apparente non-naturalité du modèle standard, en particulier l’ ajustement fin des constantes 
de couplages et des masses — problème de hiérarchie — associée à la non-finitude de l’ énergie 
du vide, ont amené les théoriciens à tendre vers un modèle mathématique mieux défini et 
plus naturel. Jusqu’a présent la théorie du modèle standard fonctionnait plutôt bien et l’accord 
aux expériences de collision très correct. Cependant, les observations astrophysiques donnent 
d’autres contraintes qui posent la question de la complétude du Modèle Standard. Il y a par 
exemple le problème de la matière noire : est-elle faite de neutrinos ? Il semble pourtant que les 
neutrinos soient observationnellement rejetés pour ce rôle-ci. Il faut donc ajouter de nouvelles 
particules qui ne couplent pas aux photons — on en trouverait dans l’extension supersymétrique 


du modèle standard MSSM par exemple. Il y a aussi le problème de la constante cosmologique 





qui d’après les dernières observations est infinitésimale, mais non nulle et positive. Dans une 
théorie couplée à la gravité cette constante correspond à l’énergie du vide. Or dans le cadre du 
modèle standard, sa valeur n’est absolument pas contrôlée et diverge. 

En outre, il y a ce courant de pensée qui guide les théoriciens vers une explication purement 
mathématique de l’ensemble des choses. C’est une question vraiment profonde qu’il faut avoir 
en tête en allant plus en avant dans la théorisation. En se basant sur ce principe, que la Nature 
est mathématique, ou plus faiblement quasi-parfaitement décrite par les mathématiques, alors il 
faut que ce cadre soit tout à fait bien défini et que dynamiquement les choses y soient ” causes 
et conséquences ” les unes des autres sans que jamais il ne faille faire surgir quoique ce soit 
du néant. Le modèle standard ne satisfait pas à ce principe pour les raisons que nous avons 
dites : nombre de paramètres fondamentaux, ajustement fin et infinité de l’énergie du vide — 


sans compter les autres problèmes cosmologiques. 


En étudiant la théorie des cordes et afin d’introduire des objets fermioniques dans l’espace- 
temps, les cordistes ont été amenés à introduire une supersymétrie. Brièvement, les cordes sont 
décrites par des surfaces sur lesquelles les coordonnées d’espace-temps deviennent des champs 
scalaires, des bosons. Or en introduisant naturellement des champs fermioniques — formulation 
de Green-Schwarz ou formulation RNS — on découvre qu’il existe une symétrie mélangeant ces 
fermions avec les bosons, alors appelée supersymétrie. Il s’en suit que le spectre de particules 
décrites par les cordes hérite — d’une certaine façon et nous verrons cela plus en détail par la 
suite — de cette supersymétrie qui se trouve être une propriété d’un univers cordiste contenant 
bosons et fermions ; chaque boson admet un partenaire fermionique de même masse et vice- 
versa. 

L’une des caractéristiques essentielles d’une théorie supersymétrique est l’annulation de 
l'énergie du vide en espace plat] entre les contributions des fermions et celles des bosons et 
une autre est la résolution du problème de hiérarchie grâce au théorème de non-renormalisation 
appliqué au boson de Higgs. Mais elle vient aussi avec son lot de problèmes et en particulier 
prédit l’existence de plus de particules qu’observées. La force du principe de mathématisation 
est que si un moyen de résoudre mathématiquement tel problème est découvert alors ¢’en est une 
solution sérieusement envisageable. Pour ce cas-ci, on propose que la supersymétrie soit brisée 
à notre échelle, de telle sorte que les partenaires qui ne sont pas observés — jusqu’à aujourd’hui — 
sont suffisamment massifs pour ne pas être observables dans les gammes d’énergie accessibles 
dans la plupart des accélérateurs — mais peut-être pas au LHC ? 

Bien que ce modèle nécessite encore de l’ajustement pour contrôler le degré de brisure de 
supersymétrie, ce n’est pas le même niveau d’ajustement que celui du modèle standard et le 
contrôle que l’on a dessus en fait un candidat vraiment sérieux. Mais encore, il faut aller plus 
loin et comprendre comment dynamiquement arriver à cet ajustement car on ne souhaite pas 
voir les choses surgir du néant et c’est légitimement dans ce contexte que la théorie des cordes 


s’inscrit. Pour une introduction à la supersymétrie, nous conseillons la lecture des ouvrages de 
Binetruy, de Derendinger et de Weinberg 133]. 


Maintenant, il faut aussi comprendre comment coupler la gravité à ce modèle supersymétrique 





3. C’est un premier pas vers son contrôle en espace courbe. 
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et si par hasard une gravité quantique ne serait pas mieux définie au sein d’une théorie plus 
symétrique donc mieux contrainte. En fait, la supergravité qui est l’extension supersymétrique 
de la gravité quantique vient assez naturellement. En effet, pour l’instant nous n’avons parlé 
que d’une supersymétrie rigide, globale. Qu’en serait-il si les générateurs de la supersymétrie 
étaient définis uniquement localement ? En ouvrant cette voie, nous nous plaçons d’emblée 
dans une théorie de gravité : les générateurs de supersymétrie, des spineurs, notés Qa vérifient 


l’anti-commutateur suivant : 


{Q,Q} =27"P, (0.0.1) 


avec P, le générateur des translations. Par conséquent, le simple fait de rendre les générateurs 
de supersymétrie locaux rend inévitablement les générateurs de translations locaux également. 
Or cela n’est rien d’autre que rendre l’espace courbe pour la particule concernée par cette im- 
pulsion. Alors, nous avons fatalement affaire à une théorie de gravité quantique. L’application 
de la supersymétrie sur le champ correspondant de spin 2 exige donc l’existence d’au moins un 
partenaire supersymétrique de type spin 3/2 appelé gravitino. Les types de supergravités sont 
dénommées en fonction du nombre de supersymétries M ou de façon équivalente du nombre de 
gravitinos. Par exemple, les supergravités de type II en dimension 10 (pour correspondre à la 
théorie des supercordes) ont VV = 2 et deux gravitinos tandis que les supergravités de type I en 
dimension 10 toujours n’ont que M = 1 et un seul gravitino. 

Le problème de base de la gravité quantique n’est pourtant pas résolu dans ce modèle, car 
bien que ce théorème de non-renormalisation existe, la supergravité souffre encore d’être non- 
renormalisable — sauf peut-être la supergravité M = 8 en dimension 4. Mais c’est un point 
positif pour la théorie des cordes : dans une théorie des supercordes la gravité quantique est 
naturelle et s’inscrit immédiatement dans un cadre de supergravité, tout en étant contrôlée dans 
PUV. 


La théorie des cordes 


L'idée fondamentale de l’application de la théorie des cordes à la gravité quantique est 
la suivante. Puisque les divergences des calculs gravitationnels sont toutes ultra-violettes, en 
introduisant une régularisation UV tout en conservant la symétrie de Poincaré — boost et trans- 
lations — le problème devrait être réglé. En introduisant des objets de dimension non nulle — par 
exemple une corde de longueur £, ~ 107%m — leurs interactions sont délocalisées le long de 
leur extension spatiale, de telle sorte qu’il n’existe plus de singularité de vertex. On peut mon- 
trer que la théorie dans laquelle ces objets sont des cordes est la théorie la plus fondamentalef|: 
des objets de dimension supérieure, des membranes par exemple, sont plus énergétiques donc 
probablement moins fondamentaux. Dans le cadre de la théorie des cordes ce ont des objets de 
plus grande dimension pouvant être créés à partir de cordes et dans certains cas se désintégrant 
en cordes. A l’heure actuelle il s’agit de la seule théorie capable de conserver la symétrie de 


Poincaré tout en imposant une régularisation ultra-violette physiquement justifiée. 





4. En fait, c’est un peu incorrect, car la théorie que l’on pense fondamentale n’est pas encore connue 
entièrement mais serait une supergravité à 11 dimensions faisant interagir des membranes et non des cordes : 


c’est la théorie M. 
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Les objets en théories des cordes peuvent être interprétés, en les sondant à basse énergie, 
en tant que particules. Les cordes ont des masses, qui sont grossièrement fonctions de leur 
fréquence d’ oscillation et proportionnelles à 1/42 donc rapidement très massives. Les plus im- 
portantes sont les cordes non-massives puisque les autres sont tellement massives que la proba- 
bilité pour les créer est infinitésimale et leur probabilité de désintégration presque 1. En outre, 
afin de distinguer entre ces cordes (massives et non-massives) des particules bosoniques et des 
particules fermioniques, il faut se concentrer sur la théorie des supercordes dans laquelle le 
spectre de particules admet fermions et bosons et est éventuellement supersymétrique. Il est 
aussi possible de définir une théorie de cordes bosoniques — c’est d’ailleurs la première inventée 
— mais évidemment puisqu'elle n’admet pas de fermions, elle n’est pas intéressante in fine pour 
décrire une théorie de notre univers et de nos particules. Il existe 5 types de théories de super- 
cordes ITA, IIB, I, hétérotique Æg x Eg et SO(32). Chacune a ses propriétés mais aussi et surtout 
elles sont toutes reliées les unes aux autres par ce qu’on appelle des dualités et toutes reliées à 
la théorie M. Elles décrivent toutes à basse énergie des supergravités. 

Toute théorie des supercordes, pour être mathématiquement cohérente, doit habiter dans un 
espace-temps}| de dimension 10. Cette contrainte implique de traiter le cas de ces 6 dimen- 
sions supplémentaires. Pour cela, on propose de compactifier l’espace le long de ces directions, 
c’est-a-dire que chaque dimension est refermée sur elle-méme de sorte qu’en allant tout droit 
on finit par retourner a son point de départ. Cela s’exprime mathématiquement par une relation 
d'équivalence X ~ X + 27R avec R le rayon de compactification qui caractérise la longueur 
de l’espace compact dans la direction X. En l’appliquant indépendamment sur toute les 6 di- 
rections, il s’agit du schéma le plus simple de compactification, la figure géométrique décrite 
est un tore à 6 dimensions noté T°. Le volume de l’espace compact est en général supposé 
très petit, de sorte que les effets physiques relevant de ces dimensions sont imperceptibles. En 
fait, il est techniquement envisageable d’appliquer une compactification plus générale sur toute 
variété de dimension 6. Cependant, il existe des contraintes, en particulier la conservation d’une 
certaine quantité de supersymétrie, qui imposent à l’espace de respecter certaines géométries. 
Par exemple, la conservation d’au moins une supersymétrie et une torsion nulle imposent que 
la variété compacte doive avoir une holonomie SU(3). Cela se traduit pour une variété de di- 
mension paire avec une métrique réelle en : variété Ricci-platef| et Kähler|| ce qui est appelé 
une variété de calabi-Yau, en l’occurrence ici C'Yg. Ne rentrons pas plus dans les détails, mais 
mentionnons simplement que le tore T° est Calabi-Yau et conserve toutes les supersymétries 
d’espace-cible à 10 dimensions. Le nombre de degrés de liberté — appelés modules — associés à 
la création d’un espace de Calabi- Yau peut étre trés grand et laisse beaucoup de possibilités. Par 
exemple, le tore a déjà 6 degrés de libertés. Or, l’objectif de la théorie des cordes est de retrouver 
dans une limite de basse énergie une théorie de gravité quantique couplée au modèle standard 
et permettant aussi de satisfaire aux contraintes cosmologiques. Nous avons donc un important 
problème qui est celui de retrouver la théorie de la Nature dans ce qu’on appelle depuis quelque 
temps le paysage de la théorie des cordes. 


Nous venons brièvement de décrire la théorie des supercordes. Dans cette théorie, comme 





5. La théorie M est une supergravité de dimension 11. 
6. Le tenseur de Ricci Rmn = 0 doit être nul. 
7. La forme de Kahler J = iG; zdz? A dz’ doit être fermée. 
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dans la bosonique, les cordes sont des objets compacts unidimensionnels de petite taille qui 
peuvent soit se refermer sur eux-mêmes, on parle de corde fermée soit simplement avoir deux 
extrémités distinctes, on parle dans ce cas de corde ouverte. Les cordes fermées se propagent 
dans l’espace-temps en décrivant des surfaces fubulaires et les cordes ouvertes sous la forme 
de nappes. Elles forment alors des surfaces d’univers — par analogie aux lignes d’univers intro- 
duites en mécanique classique du point. Les cordes fermées se propagent en général librement 
dans l’espace-temps. A l’inverse, les cordes ouvertes doivent être attachées par leurs extrémités 
à des défauts d’espace-temps, des hypersurfaces. Ces défauts se révèlent en fait être des objets 
eux-mêmes dynamiques, appelés branes et en général Dp-brane. La lettre D provient des condi- 
tions de bord de Dirichlet que vérifient les cordes à leurs extrémités et la variable p indique leur 
dimension spatiale : les branes sont des objets de p + 1 dimension, dont une dimension tempo- 
relle. Ainsi les cordes ouvertes se propagent le long de ces branes et elles admettent un spectre 
de masse dépendant de la configuration des branes auxquelles elles sont attachées. En parti- 
culier, leur spectre peut ne pas être supersymétrique mais aussi contenir des niveaux de masse 


carrée négative, ce qu’on appelle des tachyons. 


Enfin, l’ensemble de ces cordes et leurs excitations forment à basse énergie un zoo de parti- 
cules, massives, non-massives ou tachyoniques, bosoniques ou fermioniques. Dans le cadre de 
la théorie quantique des champs, qui utilise un formalisme de seconde quantification, chaque 
particule est interprété comme le quanta d’un champ dont la dynamique est régie par une action 
ou un hamiltonien. Par analogie et au moins à basse énergie, les ’particules cordistes” pour- 
raient donc être interprétées comme des quantas de champs et leur dynamique décrite à l’aide 
d’une action. Le terme d’action effective de basse énergie est introduit. Nous en verrons des 
exemples dans cette thèse. Il est aussi possible de décrire exactement, quoique difficilement, les 
cordes en tant que quanta d’une théorie des champs. Ce domaine de recherche majeur constitue 
ce qu’on nomme la théorie des champs de corde dénotée SFT pour string field theory et est 
encore en progrès. Voici quelques références de lectures pour une introduction à la théorie des 


cordes [971 [98] [69] [53] [54]. 


Le tachyon et la condensation 


Dans ce cadre, nous nous sommes intéressés pendant cette thèse à la description du tachyon 
de corde ouverte apparaissant dans le spectre des cordes tendues entre une brane et une antibrane 
(voir définition dans section [2.3) parallèles et séparées. Ce système admet un tachyon dans ce 
secteur interbranaire lorsque la distance séparant les branes est inférieur à une certaine distance 
critique, que nous noterons ici re. L’ évolution du tachyon est particulièrement importante, car le 
champ dont il est le quanta est instable si bien que le système de branes lui-même est instable. La 
résolution de cette instabilité s’appelle la condensation de tachyon et est le sujet de cette thèse. 
La condensation de tachyon est tout un domaine de recherche et a été largement étudié depuis 
les années 80 dans toutes sortes de systèmes, aussi bien supersymétriques que bosoniques. La 
question essentielle est celle d’obtenir une description effective du système et de comprendre 
de quelle façon le tachyon évolue et condense, mais surtout de savoir s’il atteint une valeur à 


13 





laquelle il se stabilise. Un tachyon stable implique un système stable. Quel est sa nature ? De 
quoi est-il composé ? 

Donnons brièvement un exemple. En théorie bosonique, une brane admet naturellement un 
tachyon de corde ouverte. On sait aujourd’hui que ce tachyon, notons-le T est décrit par un 
potentiel V(T') qui est minimisé en T — oo et s’annule. Cela implique que le système au 
minimum du potentiel est une théorie de cordes fermées, où les cordes ouvertes, donc aussi la 
brane initiale, ont disparu ! Quand il évolue temporellement dans son potentiel pour rejoindre 
ce minimum, le tachyon induit sur la brane une évaporation de sa matière sous forme de cordes 
fermées ainsi qu’une désintégration en cordes fermées. A la fin, au minimum, la brane s’est 
totalement dissipée en cordes fermées. 

Nous verrons que la description du tachyon interbranaire dans le système brane-antibrane 
séparé n’est pas aisé et qu’il n’est pas évident que le schéma ci-dessus soit celui qu’il suit. Avant 
tout, l’action effective, et donc aussi le potentiel effectif, couplant le tachyon T et la distance £ 
qui est aussi représentée par un champ, n’est pas connue exactement. En fait, son expression a 
été conjecturée par Garousi, mais le domaine de validité de l’action qu’il a déterminée semble 
restreint en dehors des solutions de condensation dynamique, ce que nous montrons par notre 
étude. La dynamique du système ou l’issue de la condensation, sont donc assez méconnues, 
bien qu’à l’inverse le cas des branes coincidentes est très bien décrit, connu et même exploité. 
Néanmoins, nous savons qu’il existe un mode de condensation dynamique, nommé tachyon rou- 
lant, à distance constante. Bagchi et Sen avaient montré que ce mode de condensation existait 
pour un domaine de distance restreint à l < ¢,/V/2. 

Nous avons démontré qu’en réalité ce mode existe aussi pour £,/V2 < l < l. donc en 
somme sur l’ensemble du domaine sous-critique £ < le. Puis nous avons déterminé l’action 
effective du tachyon à l’ordre quadratique en utilisant une méthode proposée par Kutasov et 
Niarchos qui l’avaient utilisé avec succès pour obtenir l’action effective du tachyon sur la brane 
non-BPS (voir section [2.3] pour la définition). L’existence du mode de condensation à distance 
constante pour tout £ < l. est importante, car elle ouvre la voie à une description exacte de 
l’évolution dynamique du système séparé. Nous mentionnerons brièvement dans la conclusion 
de futures pistes de recherche : la description exacte de la condensation d’un tachyon interbra- 
naire à distance constante sur un système séparé en dimension compacte, et une piste de calcul 
du potentiel effectif du tachyon en fonction de la distance de séparation par identification du 
modèle off-shell de OSFT au modèle Kondo. 
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Deuxième partie 


Introduction 


Chapitre 1 
Motivations et plan de thèse 


La condensation de tachyon est un phénomène important en théorie des cordes et a été la 
cible d’un considérable intérêt ces dernières années. A la fois parce qu’il a été possible de 
décrire exactement des phases de condensation et aussi parce que le problème que pose son 
apparition a nécessité de développer les théories de champs de corde. 

En théorie bosonique, cordes fermées et cordes ouvertes admettent généralement un fon- 
damental tachyonique dans leur spectre de masse. En revanche, en théorie des supercordes, 
la projection GSO tronque le tachyon du spectre des cordes ouvertes et fermées. Toutefois, il 
existe des exceptions : les systèmes brane-antibrane parallèles et brane non BPS par exemple. 
Dans ces systèmes, la projection GSO y est telle qu’ils admettent un ou plusieurs tachyons dans 
leur spectre de cordes ouvertes. Nous nous intéresserons dans cette thèse au tachyon de corde 


ouverte dans le système brane-antibrane. 


En théorie quantique des champs, les tachyons sont des champs localisés en un maximum 
de leur potentiel. En ces points les champs sont instables par conséquent la quantification n’y a 
aucun sens. En d’autres points, le potentiel peut toutefois admettre un ou plusieurs minimums, 
locaux ou globaux, où à l’inverse une théorie quantique est très bien définie. On parle ainsi 
de vide stable si le minimum est global, ou métastable si le minimum est strictement local. La 
condensation du tachyon est le phénomène de stabilisation du champ dans un de ces minimums. 
Celle-ci peut être globale aussi bien que locale en espace ou en temps. 

En théorie des cordes, il est communément admis que le potentiel du tachyon de corde ou- 
verte admet au moins un vide stable. On peut montrer que chaque vide stable correspond à un 
vide de corde fermée, c’est-à-dire sans corde ouverte donc sans la brane initiale. Si le potentiel 
admet plus d’un vide stable, les condensations spatiales du tachyons peuvent être locales et les 
configurations topologiquement non triviales. Peuvent donc apparaître des murs de domaine, 
interpolant entre deux vides bien distincts, mais aussi des cordes cosmiques, entourées d’une 
configuration en vortex. Ces défauts topologiques, des solitons, sont identifiés à des branes 
généralement stables. Ainsi par condensation une brane mère donne naissance à, au moins, une 
brane fille. Puisque ces dernières sont de dimension inférieure à la brane initiale, on parle de 
relation de descente. Ce processus s’inscrit directement dans le cadre de la théorie K — voir par 
exemple l’article de Witten [137]. 


Le tachyon peut aussi se condenser temporellement, c’est-à-dire dynamiquement. En théorie 
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des cordes, ce mode de condensation peut être décrit exactement ; c’est un point très impor- 
tant. En cosmologie, par exemple, ce genre de processus existe : pendant l’expansion, alors 
que l’univers refroidit, le Higgs posé en son maximum local se condense dynamiquement dans 
la gouttière du chapeau mexicain tout en brisant spontanément la symétrie électrofaible. Une 
réalisation explicite et une description exacte de ce phénomène serait très précieuse. En parti- 
culier, la condensation est-elle accompagnée d’une phase d'inflation ou de production de par- 
ticules, dont les effets pourraient se révéler mesurables ? Or en théorie des cordes, la conden- 
sation de tachyon temporelle sur une brane instable induit l’évaporation progressive de cette 
dernière sous la forme de cordes fermées massives — par exemple identifiables au flux d’ énergie 
nécessaire au (p)reheating dans les scénarios d’inflation — et l’éventuelle création de branes 


inférieures — par exemple des cordes cosmiques. 


Deux approches complémentaires sont généralement utilisées pour décrire la condensation 


du tachyon : 


e La première est historiquement l’approche de CFT qui consiste à inclure un fond tachyo- 
nique, soit dynamique soit statique, et à étudier les dépendances de ces observables en 
fonction de ce fond. Celle-ci a été d’une grande efficacité pour mettre en valeur la na- 
ture des solitons et des résidus de condensation. Malheureusement nous n’avons dans ce 


contexte aucune recette pour construire l’ensemble des CFTs. 


e La deuxième est l’approche de théorie des champs effective. Dans ce cadre, les CFT 
constituent des solutions aux équations du mouvement, dérivées d’une certaine action 
effective. Donc cette démarche est censée permettre de déceler l’ensemble des CFTs, en 
particulier ici toutes celles décrivant des condensations de tachyon. Le plus gros succès de 
cette approche est l’obtention du potentiel symétrique et universel du tachyon en théorie 
des supercordes, qui révèle la présence de plusieurs minimums globaux — d’où les soli- 
tons. 


En outre au moins trois méthodes de théorie des champs peuvent être distinguées : 


e Les théories effectives du modèle sigma qui étudient le groupe de renormalisation et font 


correspondre aux équations de flot des équations du mouvement ; 


e Les théories des champs de cordes cubiques (SFT) qui utilisent une troncation cohérente 
du spectre de corde pour déterminer une action de basse énergie mais qui ne fournissent 


en général pas de formulation exacte ; 


e La théorie des champs de cordes ouvertes (OSFT ou BSFT) qui utilise le formalisme de 
Belavin-Vilenkin (BV) pour exprimer une action décrivant l’espace des théories et dans 
laquelle les CFT ont un statut évidemment spécial. 


La méthode du modèle sigma et celle de OSFT ont naturellement une relation très intriquée, 
car elles sont toutes deux reliées au groupe de renormalisation de la théorie de surface. Dans 
ces différents contextes, plusieurs actions pour le tachyon de cordes ouvertes, éventuellement 


couplées aux autres champs non-massifs, ont été obtenues en théorie bosonique comme en 
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théorie de supercordes. En général, elles diffèrent significativement les unes des autres, mais il 
faut bien mesurer qu’elles ne décrivent pas exactement la même chose. Le lecteur pourra lire 
par exemple cet article de Garousi où une comparaison est faite. Ainsi l’action d’OSFT est 
très off-shell, tandis que l’action du modèle sigma est perturbativement off-shell, autour d’une 
solution particulière — voir par exemple la discussion dans l’article de Kutasov et Niarchos [77]. 


A présent, discutons brièvement du système brane-antibrane séparé et parallèle. Ce système 
est très intéressant pour au moins deux raisons. Premièrement, c’est le modèle à succès de 
physique branaire dynamique mettant en jeu divers champs non-massifs, éventuellement dy- 
namiques — par exemple la distance de séparation — et des tachyons de cordes ouvertes. En 
outre, c’est un système non BPS, c’est-à-dire qui brise spontanément la supersymétrie, qui a 
le bon goût de s’annihiler lorsque les deux branes sont coïncidentes. Il s’agit donc d’un candi- 
dat idéal pour chercher des modèles d’inflation réalistes — par exemple les modèles KKLT 
ou encore ce modèle d’ Alexander de création de vortex [I]. Ce sont terminologiquement des 
modèles d'inflation branaire. Deuxièmement, en dehors de la coïncidence, quand la séparation 
est de l’ordre de la distance de corde, la description de ce système est un peu approximative et 
très heuristique. C’est pourtant à cet ordre qu’apparaissent les tachyons et donc, dés cet instant, 
qu’il faut étudier la dynamique de leur condensation. Or le processus de condensation du ta- 
chyon à séparation non nulle est encore méconnue. D’ ailleurs, existe-t-il bien un vide stable ot 


le tachyon pourrait condenser ? 
Le système brane-antibrane séparé se décrit en trois phases : 


e La première, à grande distance, est dominée dans sa dynamique par le potentiel cou- 
lombien attractif induit par l’amplitude à une boucle des cordes ouvertes entre les deux 
branes. Cependant, lorsque la distance est de l’ordre de l’échelle des cordes, l’amplitude 
de cordes ouvertes à l’ordre des arbres gagne en intensité. Or le fondamental du spectre 
des cordes ouvertes interbranaire admet une masse proportionnelle à la distance. Tant 
que la séparation excède la valeur critique re = 12a’ cette particule est massive donc 
stable|1] Elle induit à l’ordre d’une boucle un potentiel effectif pour le champ de distance, 


mais techniquement déjà inclus dans l’amplitude, à une boucle précédente. 


e La deuxième phase concerne la valeur précise de séparation rą. Dans cette phase le fon- 
damental interbranaire est non-massif. Tous les champs fondamentaux de l’ensemble des 
secteurs de cordes ouvertes hébergées sur les branes sont alors non-massifs. Il s’agit, 


comme nous le verrons, d’un point critique dans la CFT. 


e La troisième phase est la plus intéressante, car le fondamental interbranaire devient ta- 
chyonique. A l’ordre des arbres il est donc amené à condenser. Or l’ordre à une boucle 
n’est ici plus pertinent pour la raison suivante : le potentiel est instable donc on ne peut 


plus parler de correction quantique à une boucle. En effet, cela n’a de sens que si l’on 





1. Dans la première phase, proche de la distance critique, le tachyon peut déjà condenser localement par effet 
tunnel — nucléation et formation de bulle [16]. Cependant, la constante de temps pour ce genre de phénomène est 
très grande par rapport au temps qu’il faut au système pour être attiré à l’intérieur de la phase tachyonique ; ce 


n’est donc pas un phénomène dominant. 
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peut parler de calcul perturbatif et ce n’est plus le cas iciP| Notons en outre, qu’à l’ordre 
des arbres, le champ de distance est un module, donc, au moins à tachyon nul, il n’a pas 


de potentiel. 


Au sein de la phase tachyonique, nous avons deux approches possibles pour décrire la 
condensation et le devenir du système : la CFT ou les théories effectives. En CFT, nous avons 
accès à au moins un type de solution, le tachyon roulant, mais dont les calculs sont forts com- 
plexes et pour l’instant pas entièrement résolus. Il est possible qu’il existe aussi une solution de 
vortex mais nous ne la connaissons pas. En théorie effective cependant, il existe une action a 
l’ordre des arbres proposée par Garousi. Néanmoins, nous montrerons qu’elle n’est pas satis- 


faisante pour étudier la condensation temporelle du tachyon. 


1.1 Actions effectives Tachyon-DBI et domaine de validité 


L’action de Garousi sur le système brane-antibrane est obtenue à partir de l’action de Sen de 
la brane non BPS de dimension maximale en type IIA. Nous présenterons donc en premier lieu 
cette action, puis dans la section nous verrons comment la relier à l’action de Garousi. 


1.1.1 Action de Sen abélienne TDBI 


L'action trouvée par Sen répond à un certain nombre de critères imposés par la théorie 
de supercordes — en bref, supersymétrie et forme DBI. Elle a été reformulée ensuite par Ga- 
rousi qui en a testé l’expression finale en comparant les éléments de matrice-S calculés 
autour du vide perturbatif de la théorie des cordes, à ceux calculés perturbativement à partir de 
l’action effective. Cette dernière est explicitement : 





Ssen = —T9 f do V (T) /— det (Gas + Bas + 2010’ Fap + Où T OT) (1.1.1) 


Discutons un moment du domaine de validité de cette action. D’après Sen [110] son do- 
maine de validité est T >> 1 et |0;T0;T 
que toute dérivée d’ordre supérieure ou égale à 2 est négligeable. La raison pour ces contraintes 





> 1 avec (i, j) des indices spatiaux. Il suppose aussi 


est que cette expression est validée telle que ses équations du mouvement admettent des solu- 
tions de ressaut (kink) et que les fluctuations des champs autour de ces solutions sont décrites 
par une action de type DBI. De cette manière on est en mesure d’identifier les solitons à des 
branes de dimension inférieure. 

En outre, nous disions que Garousi avait testé cette action en comparant des éléments de 
matrice-S autour du vide T = 0. L’universalité de cette approche est discutable. En effet, un 
tachyon dans ce vide est au sommet de son potentiel, si bien que toute perturbation doit croître 
jusqu’à rapidement devenir non-perturbative ; en l’occurrence le roulement est inévitable. Néan- 


moins, il reste possible d’ obtenir des perturbations qui ne grossissent pas — c’est-à-dire d’ énergie 





2. Pour cette raison aussi, l’amplitude à une boucle des cordes ouvertes cesse d’être un calcul physiquement 


pertinent. Et d’ailleurs, il diverge à cause du tachyon 
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réelle — en tronquant l’impulsion en dessous k? = |m?| avec m? la masse carrée (négative) 
du tachyon. Le long de ces perturbations, l’approche de Garousi est sans doute valable. Ces 
perturbations sont de genre espace et sont donc connectées non-perturbativement aux solutions 
de ressaut. Par conséquent, nous en déduisons que l’action de Sen-Garousi est au moins valide 
le long des tachyons de genre espace et autour de telles solutions. 

En revanche, on ne peut pas en dire autant pour les solutions roulantes — d’énergie ima- 
ginaire — si bien qu’il reste possible que cette action ne soit pas valide le long de celles-ci. En 
effet, la continuation des éléments de matrice-S des énergies réelles aux énergies imaginaires est 
ambigué : faut-il toujours imposer la conservation de I’ énergie ? Cette question est évidemment 
reliée à la condition perturbative des éléments de matrice-S, condition qui est rapidement violée 
le long d’un tachyon roulant. 

Nous pouvons cependant rapporter le travail de Kutasov et Niarchos dans cette direc- 
tion. En effet, ils identifient dans la limite perturbative x° — — les fonctions de corrélations 
de tachyons 


++ oe 
Cole een ae (1.1.2) 
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pour ki, pP; ~ 0 avec T> =e ° dans le fond Tte*’/~2 qui est exactement mar- 
ginal, aux éléments de matrice-S correspondants, calculés dans la théorie des champs. Dans 
chaque cas ceux-ci doivent s’annuler. Dans le premier, par marginalité exacte des opérateurs 
de vertex, et dans le deuxième, parce que les champs correspondants sont les solutions exactes 
des équations classiques du mouvement. Cela implique et justifie que l’action effective à re- 
chercher le long de la solution T +e%°/V2 dans la limite z? —> — doit admettre Tt e’/¥? + 
T-e-*/V? comme solution, et s'identifie, on-shell, à la fonction de partition sur le disque 


Son = 21e" °/ val. L'action effective tachyonique qu’ils obtiennent est la suivante : 


Sr=T, f PHV (T) /1+ ô, TOT (1.1.3) 


en supposant encore que les dérivées secondes et supérieures sont négligeables. Cette action 
est au moins valable autour de tachyons quasi-homogènes. Ajoutons qu’elle est en outre valable 
tout le long de la solution T +e®”/V2 c’est-à-dire non-perturbativement. 


A propos de cette action, le point suivant est important et éclaire sur les conditions de validité 
des actions effectives : Kutasov et Niarchos étudient l’action le long d’une solution de tachyon 
roulant T x e*’/V? mais pas le long d’une solution générale T x T+e™/V2+T-e-*’/¥? et cela 
pour une raison bien précise : alors que la première solution interpole entre le vide perturbatif 
instable et a priori le vide stable de cordes fermées, la solution générale interpole quant à elle 
entre deux vides stables de cordes fermées. Ainsi, le long de cette dernière il n’existe pas d’ état 
asymptotique de corde ouverte. Par conséquent, des éléments de matrice-S d’interaction de 
champs de cordes ouvertes n’ont aucun sens. Or, puisque l’action est obtenue en comparant 
les éléments de matrice-S de la théorie des cordes autour d’une CFT à ceux d’une théorie des 
champs autour d’une solution une action sur des champs perturbatifs de cordes ouvertes le long 


de cette solution n’a aucun sens non plus. 
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L'action obtenue autour de T x e*’/V? n’est donc au moins valide qu’autour de cette so- 
lution et non universellement. D'ailleurs, elle est effectivement montrée invalide autour de la 
solution générale. 

En appliquant ce raisonnement à l’action de Sen, puis à celles obtenues par Garousi ci- 
dessous, 1l faut donc bien comprendre qu’elles ne sont pas nécessairement universelles et comme 


nous le disions, sont probablement surtout valables autour de fonds indépendants du temps. 


1.12 Action de Garousi non abélienne TDBI 


Dans le but d’étendre cette construction à des systèmes de branes non BPS plus complexes 
— mais aussi ultimement à des systèmes de branes et d’antibrane — Garousi propose 
simplement de non-abélianiser cette action, en transformant les champs en matrice d’un groupe 
de jauge de type U(N) et les dérivées en dérivées covariantes sur ce même groupe de jauge. 
Il propose aussi d’introduire une trace symétrique sur le groupe de jauge STr dont il montre 
qu’elle se démarque sensiblement de la trace simple, pour reproduire les éléments de matrice-S, 
calculés en théorie des cordes. Cette trace consiste à symétriser son argument dans le groupe de 
jauge avant d’être appliquée. Pour deux branes non-BPS de dimension maximale en type HA, 
nous aurions donc : 





$= = [ao ste V(T) ydet (Gus + Ba + 20! Fu + DAT DT) (1.1.4) 


avec tous les champs développés en secteurs le long du groupe U (2) donc sur des matrices — 


0,1,2,3 


de Pauli c avec o° = id en l’occurrence, voir figure (1.1) — et nous avons inclus la dérivée 


covariante ainsi que le tenseur de Maxwell non abélien : 


Fup = a Ab = Aa = i[ A; Ab] 
DT = 8,T — ilA, T] (1.1.5) 


Les actions des branes de dimensions 


inférieures sont obtenues par T-dualité le 


B1 B2 

long des dimensions que l’on a décidé d’ex- 
traire du volume des branes. La construc- 
(12) tion est similaire à celle donnée par Myers 
sie ae ol ? (22) dans [88]. L’exactitude de cette méthode 

i i F à 
\ est discutable, en particulier en mettant 
en balance les contributions des fermions. 

(21) 


Puisque l’action de Sen est au moins va- 
lide pour des tachyons de genre espace, 
cette contrainte doit s’appliquer également 


FIGURE 1.1 — Les secteurs (11) et (22) s’organisent ici. 


en facteurs de CP o? et a tandis que les secteurs inter- 
: , = 1 2 = 404 $ 
branaires (12) et (21) s'organisent en o% et a”. L'expression générale de l’action obtenue 


par T-dualité pour le système de plusieurs 
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branes non-BPS localisées spatialement est compliquée et n’illuminera pas la discussion. On 
pourra la retrouver ici [46]. Une action à l’ordre des arbres pour des branes très écartées les 
unes des autres, typiquement pour £ >> a’ n’a plus de sens à cause de la contribution du dia- 
gramme à une boucle dans le potentiel du champ de distance ; donc son domaine d’application 


concerne les courtes distances en plus des tachyons de genre espace. 


L'action du système brane-antibrane est ensuite obtenue par application d’une projec- 
tion sur les facteurs de Chan-Paton oc! et o°. En effet, le tachyon dans le système de deux branes 
non-BPS existe dans les 4 secteurs U(2) ce qui n’est pas le cas du tachyon dans le système 
brane-antibrane où il n’existe que dans les secteurs a”. Or les opérateurs de vertex correspon- 
dant à ces tachyons étant identiques dans les deux systèmes, on peut effectivement s’attendre a 
ce que la physique soit rigoureusement identique à ce niveau, donc aussi l’action effective pour 
ces champs. Ce qui justifie une simple projection. Dans le même temps, à cause du mécanisme 
de higgs U(2) — U(1) x U(1) provoqué par la séparation spatiale, seuls les secteurs 0°? 
des champs de jauge et des scalaires transverses sont non-massifs. Ainsi, en annulant les sec- 
teurs non pertinents dans l’action non-abélienne de deux branes non-BPS nous devrions obtenir 
l’action non-abélienne d’une brane et d’une anti-brane (séparées). L’action obtenue est de la 


forme : 


Spp = - [ao (vor be PO) det AD + V(r], ew PRM) /— det A®) 


(1.1.6) 


avec # = X)* — Xi, Cette quantité a le sens de distance si la métrique est constante. 
Le champ 7 est le tachyon complexe du système D — D. L'indice (a) réfère à chaque brane. 
Etonnamment, les deux actions sont séparées et non regroupées en une seule. Le potentiel est 


explicitement : 





det Q(a) 
val, = VEE 
cosh 7; 
2 
det Q® = 1 + ue C8 gu X) (1.1.7) 


avec gij la métrique transverse aux branes. Supposons maintenant que ¢ ~ Va’. Alors 
dans l’ensemble de l’espace transverse qui sépare les branes, le fond — métrique et dilaton par 
exemple — peut être supposé constant dans les directions transverses et ne plus dépendre que 
des coordonnées longitudinales avec a = 0)... p. 

La matrice A(%) a une expression compliquée, que l’on retrouvera dans mais donnons 


cependant son expression dans un fond trivial guv = Mur, By = 0 et ® = 0: 


, DaT DET* + DIT DaT* 


(a) (a) (a) ij (a) 
Aap = Nab + OaX; OX; n” +2ra Fa +a 2 det QU) 





(1.1.8) 


L'action se simplifie significativement le long de champs homogènes, c’est-à-dire ne dépendant 


que du temps. C’est une situation à regarder attentivement, car plus aisée à étudier et directement 
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reliée à la condensation homogène du tachyon du roulant qui nous intéresse spécifiquement. No- 
tons que cette situation est exactement celle d’un système DO — DO en type ITA. Si en outre 
les champs de jauge sont supposés gelés et que les branes sont exactement parallèles alors nous 
aurons simplement : 








1 (2 
Spp = -2 fa V(\71,2),/ 1 = La’ |+? (1.1.9) 
14 eee \4 
+ 4r2a!' 


Cette action sera la base de l’étude qui va suivre. Nous allons montrer qu’il n’existe pas 
de solution de tachyon roulant à distance constante et nous étudierons la résolution numérique 
de ses équations du mouvement. Avant cela étudions rapidement son développement à l’ordre 
quadratique : 





E P r/e 1 
= ny —9 p+1 KES — | _ 1. 


A cet ordre l’action est donc trivialement celle d’un champ £ non massif et d’un champ 
complexe 7 de masse a'm? = {?/Ar°a! — 1/2 ce qui était attendu d’après l’étude du spectre 
perturbatif des cordes ouvertes autour du vide tachyonique T = 0. La valeur de distance critique 
sera noté par la suite l, = 7/2a’ et est telle que le tachyon est non-massif. 


1.2 Résolution numérique et résolution exacte 


Nous verrons dans cette section comment il est possible de résoudre numériquement l’action 
de Garousi. Dans la section nous montrerons qu’elle décrit un système très chaotique 
ne rentrant pas significativement dans une phase de condensation. Dans la section [1.2.2] nous 
décrirons la solution exacte de condensation, nommée tachyon roulant et qui constitue le sujet 
de cette thèse. Cette solution ne s’inscrit pas dans la théorie des champs proposée par Garousi. 
Nous finirons dans la section|1.4|par décrire le plan de thèse et son objectif. 


1.2.1 Equations du mouvement de l’action de Garousi et résolution numérique 


Nous pouvons réécrire l’action (1.1.9) en réinjectant le terme potentiel à l’intérieur de la 


racine sous une forme plus condensée. Nous utiliserons a’ = 1 : 








1 22 PP 
aa ipa a (1.2.1) 
cosh Zl An? 4 
V2 


Il est plus commode de passer dans le formalisme hamiltonien pour dériver les équations du 
mouvement et les résoudre numériquement. Nous notons V(T’) = 1/ cosh T/12 le potentiel 
tachyonique et E l’énergie que nous définirons plus bas. On voit facilement dans le lagrangien 
ci-dessus que la phase du tachyon complexe n’a pas de potentiel puisque ce dernier ne dépend 
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que du module. Par conséquent nous pouvons regarder des solutions à phase fixéef]; ce que 


nous ferons en notant |r| = T. Les équations de Hamilton sont : 


~- Ur Tee 
reel 
E ( F —) 


: 292 
jn elk (1476) 

















E Ar? 
TE E tanh 4 Te 
pS a Tee : ve ( 2 ) 
Ar? 14+ TS Ev2 An 
i T? E 
IL, = — — — 1.2.2 
£ 472 1 + re ( ) 


avec l'énergie 








T22 
E = T, +43 + VA/1+ = (1.2.3) 
T 


Tant que nous ne couplons pas le système à la gravité, l’énergie est conservée donc nous 
aurons Æ constant. Nous voyons très facilement qu’en imposant Ÿ = 0 nous devons avoir Il; = 
0. Or d’après la dernière ligne cela implique immédiatement Æ = 0 (ou { = 0 mais ce dernier 
cas n’est pas intéressant) si on suppose que nous avons bien un tachyon roulant, c’est-à-dire non 
nul. Du coup ça n’est pas possible car il faut E F 0. 

On en déduit qu’il n’existe pas de solution de tachyon roulant à distance constante dans 
l’action de Garousi. Nous montrons cependant dans la section|6. I|que cette solution existe pour 
tout £ < fe ce qui s’oppose donc à l’expression de cette action et soulève un problème impor- 
tant, à mettre en balance avec l’argumentation précédente sur le domaine de validité de l’action 


de Garousi. 


La résolution numérique n’est pas triviale pour ce système car il est fortement couplé et 
non-linéaire. Nous avons néanmoins testé avec MATHEMATICA de nombreuses configurations 
initiales, en particulier autour de T + 0 et T ~ 0 avec Ê = O et £ ~ Le. Le résultat générique 
de ces résolutions est qu’à énergie conservéefi]le système initie une condensation puis souvent 
décondense jusqu’à devenir très instable, comme on peut le voir sur la figure ; plusieurs de 
ces phases peuvent se produire d’affilée. Lors de la condensation, les branes oscillent autour de 
£ = 0 mais les oscillations ne sont pas sensiblement amorties au cours du temps)>| et le systeme 
ne semble donc pas atteindre un équilibre stable. 

Il parait clair que les échanges énergétiques entre le tachyon et le champ de distance ne font 
pas dans un sens plus que dans l’autre si bien que le système ne stabilise pas dans une solu- 


tion de tachyon roulant a séparation nulle mais oscille bien d’une phase de condensation a une 





3. Laisser la phase libre peut étre intéressant pour étudier la formation de vortex, mais dans notre cas nous 
cherchons simplement à étudier la condensation en module. 

4. En couplant à la gravité on s’attend à ce que résultat change puisqu’ alors I’ énergie n’est pas conservée et on 
doit au contraire obtenir qu’un flux d’énergie est extrait du système sous forme de graviton, suivant la discussion 
de Lambert et al. [78]. C’est d’ailleurs bien ce qu’on observe en rajoutant ce degré de liberté dans les résolutions 
numériques mais nous n’en discuterons pas ici. 

5. En ajoutant la gravité, la friction amortie significativement ces oscillations et le système semble tout à fait 
tendre vers une situation d’équilibre à distance nulle. 
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FIGURE 1.2 — Résolution numérique typique des équations hamiltoniennes avec des conditions initiales T(0) = 
0.1, £(0) = £./2, Ip = OetII,(0) = 0. Donc pour des valeurs initiales faibles du tachyon et de sa dérivée T(0) = 
0. À gauche l’évolution temporelle du champ de distance et à droite celle du tachyon. Nous notons clairement 
une phase de condensation avec la distance tendant vers £ = 0 mais oscillant avec une amplification progressive 


amenant finalement à une instabilité du système. Par la suite la distance explose et le tachyon décondense, comme 


dans la figure (1-3). 
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FIGURE 1.3 — Résolution numérique typique des équations hamiltoniennes avec des conditions initiales T(0) = 
200, £(0) = @./2, IIr(0) = 1 et Il/(0) = 0. Donc pour des valeurs grandes du tachyon et de sa dérivée T(0) ~ 
£(0)T (0) /27 > 1. A gauche l’évolution temporelle du champ de distance et à droite celle du tachyon. Nous notons 
clairement une phase de condensation puis de décondensation. La distance dépasse nettement sa valeur critique, 
donc assez vite le système est en dehors du champ de validité de l’action. 


phase de décondensation. Il ne parait pas évident qu’il puisse exister des conditions initiales 
qui améliorent ce comportement. On peut par exemple tester à des valeurs de distance initiale 
plus faibles ou à des valeurs de T >> 1, mais cela ne donne pas de comportement plus contrôlé, 
comme on peut le voir sur la figure (1.3). 


Le fait que la résolution numérique ne propose pas de mode de condensation clair en espace 
plat alors qu’il s’agit d’un comportement attendu et fortement souhaité nous a poussé à étudier 
le système d’une façon plus analytique. Bien que nous y perdions l’aspect off-shell, nous avons 
opté pour mener l’étude dans le cadre des théories conformes sur la surface de corde, où la 
condensation de tachyon est généralement bien décrite par exemple dans le cas brane-antibrane 
coincidente ou celui de la brane non BPS. En outre, il y a le fameux exemple de Kutasov 
et Niarchos démontrant qu’on peut quand méme — au moins dans certains cas particuliers — 
déterminer une action effective off-shell a partir de résultats on-shell, avec l’avantage de se 
placer directement dans un fond condensant. 
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1.2.2 Etude de la théorie conforme de bord 


Dans le système brane-antibrane séparé, Bagchi et Sen [7] montraient que le tachyon rou- 
lant a distance constante était une CFT donc une solution des équations du mouvement, mais 
uniquement pour l < {./V2. Le modèle sigma du tachyon roulant entre une brane et une an- 
tibrane parallèles et séparées d’une distance r le long d’une direction que nous nommerons X 
consiste en une déformation de l’action de surface — sur le disque ou le demi plan complexe — 


par un terme inséré sur le bord selon S = Sy + ÔS avec : 


1 z OP ae al ~ =~ 
SiS TT i d?z (axax, + y V hu + 5d) 


0 0 


S = o$ XF pren tox? + 
ax 1 0 


ag No Dre À +0X (1.2.4) 
CD 








avec wr = tirw + wy? et A+ € C. Le champ X est le T-dual Neumann de X la direction 
Dirichlet transverse. Il s’agit d’une CFT c = 2 par découplage — dans les OPE — des autres 
champs fondamentaux X“’ longitudinaux (a) et transverses (7). Au premier ordre la fonction 


béta des tachyons est : 





Ba = (= — r?° =o = (1.2.5) 








qui impose donc A* = w? + r? = 1. En étudiant les OPE à N-points des tachyons, on 
trouve qu’au-dela d’une certaine valeur de distance (£ > L./ V2) des opérateurs margi- 
naux, c’est-à-dire de dimension A = 1 peuvent être produits. C’est ce qu’on appelle des 
résonances. Les coefficients typiquement associés aux résonances divergent logarithmiquement 
dans l’échelle ultra-violette et brisent l’invariance conforme de la théorie. Ce point est assez 
gênant puisqu'il implique que le tachyon roulant serait non-marginal|*| dans le domaine de dis- 
tance 0,/./2 < l < l. et marginal pour £ < ¢,/,/2. 

Toutefois, il nous a paru peu probable que le tachyon roulant ne fut pas une CFT dans 
l'intégralité du domaine sous-critique puisque rien ne semble pouvoir expliquer physiquement 
un tel comportement du système. Physiquement la seule distance critique est l+. Dans le système 
bosonique analogue, comme nous le verrons, ces mémes résonances apparaissent, sauf que dans 
ce contexte, elles sont physiquement identifiables à un couplage du tachyon interbranaire o1? 
aux tachyons des secteurs o°?. Evidemment dans le système brane-antibrane ces derniers sont 


rigoureusement absents par projection GSO. 


En suivant la méthode de Gaberdiel et al. que nous présentons dans la section [3.2| nous 
avons montré que le tachyon roulant a distance constante était bien une CFT dans toute 
la phase tachyonique. Compte-tenu de ce que nous disions, il s’agissait donc de prouver que le 
tachyon roulant était exactement marginal et qu’en l’occurrence il ne produisait finalement pas 
de divergences logarithmiques dans la fonction de partition sur le disque. 

Nous avons calculé les expressions exactes des OPE à l’ordre 2 et 4 dans le tachyon pour des 
valeurs de distance supérieures à £./2. Puis nous avons extrait analytiquement l’ensemble des 





6. La marginalité implique en général que la théorie est conforme, mais pas toujours — voir section|3.2 
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divergences produites par intégration en appliquant une régularisation dite de point-splitting|| 
Nous avons finalement pu constater que toutes les divergences logarithmiques s’annulaient en- 
semble comme attendu. Ce miracle” est en outre clairement identifié comme une conséquence 
de la supersymétrie de surface. Pour cette raison et parce qu’il est trop ardu de calculer les 
OPE des tachyons aux ordres supérieurs |] nous en avons déduit que le tachyon roulant était 


exactement marginal sur l’ensemble du domaine tachyonique. 


1.3 Fonction de partition, groupe de renormalisation et ac- 


tion effective quadratique 


La preuve de la marginalité exacte du tachyon roulant, nous a permis de prolonger ana- 
lytiquement le calcul de la fonction de partition à toute distance { < le. Malheureusement, 
nous n’avons pas pu calculer la fonction de partition analytiquement à tout ordre supérieur à 
2. La raison étant que l’intégrale est multiple, ordonnée et engage un intégrande composé de 
nombreuses fonctions sinusoïdales où les variables d’intégrations sont fortement couplées, res- 
semblant fortement à celle d’un gaz de coulomb sur un cercle [64], mais suffisamment différent 
pour être incalculable, même numériquement avec MATHEMATICA. 

Cependant, nous avons pu calculer exactement l’ordre quadratique mais aussi les 5 premiers 
ordres à la distance /.//2 et ce en développant une méthode diagrammatique de réduction des 
intégrales en super-espace. En exprimant la théorie du tachyon roulant directement en super- 
espace, nous faisons apparaître un terme de contact. Un traitement convenable de ce terme nous 
a montré qu’il jouait le rôle de contreterme — un peu comme dans — pour supprimer la 
plupart des divergences de puissance dans les amplitudes) En outre, ce terme de contact as- 
sure la continuité de la fonction de partition, et probablement des amplitudes en général, au 
moins en l4/ v2 car en cette distance il n’est pas divergent mais fini. L'intérêt de la méthode 
diagrammatique était justement de traiter convenablement et avec facilité les contributions de 
ce terme de contact, directement en super-espace. La premiére motivation de ce calcul était de 
reconnaitre dans les premiers termes du développement d’une fonction connue et dont nous 
pourrions déterminer une expression analytique continuable sur les autres valeurs de distance. 
Malheureusement, nous verrons qu’ aucune fonction particulière ne peut être devinée à partir de 


cette expression. 


Toutefois, à l’aide du calcul à l’ordre quadratique et de la méthode de Kutasov et Niarchos, 
nous avons pu déterminer une expression exacte de l’action effective quadratique. En suivant 


leur raisonnement, cette action s’avère au moins valide le long du tachyon roulant : 


1 1 
S= ar, | ara 1+ 5 Oar r + 0,TO°T* — qv — 2r? IT|? +...| (1.3.1) 


1 
2V1 — 2r? 





7. Elle consiste à tronquer la limite UV de toutes les fonctions de Green. 
8. Mais nous avons pu vérifier numériquement à l’ordre 6 
9. Nous avons cependant constaté qu’il n’était pas suffisant pour supprimer toutes les divergences de puissance 


et nous en avons déduit qu’il fallait ajouter des termes de contact d’ordre supérieur. 
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En outre, par l’étude du modèle sigma des champs de tachyon et de distance le long de la 
théorie conforme du tachyon roulant à distance constante, nous avons pu exprimer des fonc- 
tions bêta universelles à l’ordre quadratique dans les champs, c’est-à-dire indépendantes du 
schéma de renormalisation. Nous les avons ainsi identifié, conformément à la discussion de la 
section 3.2|aux équations de mouvement quadratique de ces champs. 

Par comparaison avec celles dérivées de l’action nous avons obtenu un bon accord, 
à une redéfinition des champs et des fonctions bêta près. Ceci indique au moins à cet ordre que 
l’action (1.3.1) est compatible avec la physique interne des cordes interbranaires du système 
brane-antibrane. Le calcul des ordres supérieurs est évidemment souhaité, mais il faudra pour 


cela développer de nouvelles méthodes, car toutes celles à disposition semblent inadéquates. 


Nous verrons cependant en conclusion qu’il existe un modèle intégrable correspondant au 
modèle de tachyon interbranaire constant. Il s’agit du modèle Kondo qui est en fait for- 
tement relié au modèle de sine-Gordon de bord. Nous serons également en mesure de conjec- 
turer la nature du vide de condensation du tachyon interbranaire a distance constante. Nous 
identifions ce vide à de la matière branaire remplissant l’espace délimité par la brane et l’anti- 


brane. 


1.4 Plan de thèse 


Dans cette partie introductive, la théorie des cordes et les connexions aux théories conformes 
seront présentées ainsi que les différents outils et concepts utilisés dans cette thése. Les ob- 
jets — cordes fermées, ouvertes, branes — de la théories de cordes et des supercordes seront 
présentés dans le chapitre[2|ainsi que les théories conformes et superconformes puis les théories 
conformes de bord (BCFT). Ces dernières seront reliées a la définition des états de bords, ce 
qui permettra d’introduire les branes et anti-branes, ainsi que les systèmes composés à partir 
de ces objets, particulièrement le système brane-antibrane. Le concept d’actions effectives du 
modèle sigma sera discuté dans le chapitre [3] et les calculs du groupe de renormalisation abon- 
damment utilisés au cours de cette thèse y seront également abordés. Enfin, dans le chapitre [| 
le problème de la condensation de tachyon en théorie des cordes sera présenté en détail et des 
exemples concrets de résolution seront proposés. 

Les calculs concernant les objectifs de la thèse seront développés dans la partie [IIT]; et 
le modèle bosonique composé de 2 branes parallèles et séparées analysé dans le chapitre 
L'étude sera axée sur le problème de la marginalité exacte du tachyon roulant interbranaire. 
Nous présenterons en dernier lieu l’analyse off-shell du modèle sigma développé autour de la 
solution de tachyon roulant. En particulier, nous discuterons de la relation des fonctions bêta du 
groupe de renormalisation aux équations du mouvement des théories des champs effectives. 

Dans le chapitre [6] le système composé d’une brane et d’une antibrane parallèles et séparées 
sera analysé. Nous commencerons par montrer la marginalité exacte du tachyon roulant inter- 
branaire à distance constante qui est le résultat principal de cette thèse. Puis, comme dans le 
cas bosonique, le groupe de renormalisation du modèle sigma off-shell autour de la solution 
roulante sera étudié. La fonction de partition en r = r,./V2 sera calculée et exprimée pour tout 
r. Enfin, l’action effective quadratique sera déterminée par la méthode de Kutasov et Niarchos, 
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puis comparée aux équations de mouvement obtenues dans le cadre du groupe de renorma- 
lisation, puis aux actions effectives obtenues dans le passé par Sen dans le cas coïncident et 
proposées en dehors de la coïncidence par Garousi. 

Pour conclure la thèse (EV), les résultats seront rassemblés puis nous élargirons le champ de 
vision aux perspectives de continuation de ce travail de thèse. En particulier, nous discuterons 
de la possible identification du vide de condensation a priori atteint asymptotiquement par le 
tachyon roulant, en étudiant un tachyon interbranaire constant dans un espace compact et en 
utilisant une T-dualité. Nous discuterons également de la relation du modèle sigma du tachyon 
interbranaire constant et à distance constante avec le modèle Kondo et nous verrons en quoi cela 
peut mener à des résultat intéressants. 

En l’article Rolling tachyon for separated brane-antibrane systems publié dans 
Physical Review D a été ajouté. 


Chapitre 2 


Généralités : Théorie des cordes et 
théories des champs conformes de surface 


Dans ce chapitre, nous allons introduire en détail la théorie des cordes fermées bosoniques 
puis celle des supercordes et enfin nous présenterons les concepts liés aux théories de cordes 
ouvertes. Nous commencerons par discuter dans la section [2.1]des transformations conformes 
et de leur relation à la théorie des cordes critique. Puis dans la section [2.2] nous présenterons 
la théorie bosonique par la définition de l’action et de l’amplitude Polyakov. On introduira 
les concepts d’opérateurs de vertex, d’OPE et d’états. Dans la section [2.3] nous introduirons 
les théories de supercordes en commençant par présenter l’action de surface de corde super- 
symétrique. Nous discuterons des symétries, des opérateurs de vertex, des états et du super- 
espace. Dans la section [2.4] nous aborderons la question des surfaces avec bord et des cordes 
ouvertes. Nous parlerons des conditions de bord et leur relation aux branes et au concept d’ état 
de bord. Nous finirons par présenter les branes BPS en supercordes et les systémes non BPS, 


tels que brane-antibrane et brane non BPS. 


2.1 Transformations conformes et théorie des cordes critique 


Dans le cadre de la théorie des cordes, ces transformations et la théorie conforme qui y 
est associée seront maintenant introduites. Les cordes se propagent dans l’espace-temps en 
décrivant des surfaces. Si elles sont fermées, elles décrivent des surfaces tubulaires et si elles 
sont ouvertes, des nappes avec bords. Les interactions entre cordes sont obtenues en collant 
ces tubes ou ces nappes ensemble sous des formes typiques présentées dans la figure (2.1). Les 
cordes décrivent donc en interagissant des variétés riemanniennes à 2 dimensions, c’est-à-dire 
des surfaces lisses avec des bords, des poignées ou d’autres formes plus alambiquées telles que 
le ruban de Moebius ou la bouteille de Klein — voir pour des définitions précises. 

Ces surfaces sont plongées dans un espace-cible, en l’occurrence un espace-temps à d + 


1 dimensions|!| La surface est localement, c’est-à-dire sur chaque carte constituant l’atlas de 
q 











la variété, décrite par un jeu de coordonnées (x,y) € R?. Cette variété à 2 dimension est 





nommée X. Elle est munie d’une métrique intrinsèque, éventuellement définie globalement, 


exprimée dans ce jeu de coordonnées. Les notations suivantes sont utilisées pour la suite : X#, 





1. Cette valeur est pour l’instant arbitraire. 
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les coordonnées de l’espace-cible avec u = 0...d, et M l’espace-cible dans lequel la surface 
est insérée. Du point de vue de l’espace-temps, X” est un vecteur. Mais, du point de vue de 
la surface chaque coordonnée est équivalente à une fonction sur les coordonnées (x, y) d’une 


carte, nommée fonction d'insertion et notée ©. 





(a) Nappe de corde ouverte. (b) Surface tubulaire de corde fermée. 


FIGURE 2.1 — Surfaces typiques décrites par des cordes en interaction. Elles représentant ici des diagrammes à 


l’ordre des arbres. 


2.1.1 Difféomorphismes et transformations de Weyl 


Dans ce paragraphe, @ sera défini et les difféomorphismes seront introduits. Soit X une 
direction de l’espace-cible. L'insertion de cette surface dans l’espace-cible M le long de cette 
direction est telle que pour tout point p € £, X(p) € M est bijective et X(p) = ¢0 o(p) avec 
o = (x,y) et o une fonction bijective. Pour o Æ o’, 


X(p) = do a(p) = oa (p) (2.1.1) 


ce qui définit bien ¢ comme une fonction : ¢’(a’) = p(o). Par conséquent, pour tout système 
de coordonnées o et a’ de X reliés ensembles par une transformation régulière C°, c’est-à-dire 
par un difféomorphisme, il existe ¢ et d’ tels que est vérifiée. Ainsi, l’insertion est définie 
de façon continue tout au long du groupe des difféomorphismes de la surface X. Cette propriété 
implique qu’il n’y a pas — qu’il ne doit pas y avoir — de système de coordonnées privilégié sur 
toute surface. Au pire, 1l peut exister des classes de coordonnées disjointes. 

Il existe d’autres transformations de coordonnées qui ne sont pas des difféomorphismes mais 
qui peuvent tout de même constituer des symétries vis-à-vis de l’identité (2.1.1). Le volume 


invariant d’une variété est défini par l’intégrale : 
V = | dx 4/detg (2.1.2) 
z 
avec n la dimension et g la métrique intrinsèque. Pour changer ce volume, il faut soit chan- 


ger de métrique, soit changer de système de coordonnées. Puisque le volume est invariant par 
difféomorphisme, il est exclu que le changement de coordonnées souhaité soit lui-même un 
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difféomorphisme. Les transformations de Weyl sont alors introduites. Il est commode de les 


définir par une transformation de la métrique, s’exprimant comme : 


Jap da Q dx’ + Q(x)? gap dx? Q dx? (2.1.3) 


Soit (2.1.2) donne : 


V>V' = f dx Q(x)” det g (2.1.4) 
3 


Par difféomorphisme)| et en conservant la forme de la métrique, cette transformation est 
implémentée sous la forme d’un changement de système de coordonnées x — x’ dont la 
métrique est g(x’). Encore une fois, l’identité s’appliquant, il toujours possible de trou- 
ver des fonctions d’insertion ¢ et ¢’ telles que X (p) est conservée par transformation de Weyl. 


Ainsi, une certaine insertion X (2) peut-être conservée invariante par difféomorphismes et 
transformations de Weyl, quelque soit la variété. 


Il existe une certaine catégorie de difféomorphismes, en fait ceux que nous venons d’utiliser, 


dites transformations conformes, tels que pour x = x(Z) : 


Jal T) dz Q dr? = Q(T)? gap(X) dT @ dz” (2.1.5) 


Or, en appliquant ensuite une transformation de Weyl, on obtient : 


gar(x) dx Q dr? > Jal T) dz* Q dx” (2.1.6) 


Donc, à une transformation de Weyl près, les transformations conformes sont des difféo- 
morphismes qui conservent la métrique intrinsèque. Ceci implique qu’elles conservent aussi les 


angles. En fait, ce sont les transformations régulières les plus générales vérifiant cette propriété. 


On verra que l’expression de l’action de théorie des cordes sur la surface de propagation, de 


par son invariance de Weyl, est directement invariante conforme ; c’est une propriété essentielle. 


2.1.2 Invariance de Wey] et théorie des cordes critique 


Il vient d’être montré que les surfaces de cordes insérées dans l’espace-cible peuvent être 
paramétrisées librement, pourvu que la fonction d’insertion @ soit choisie convenablement. Or, 
cette insertion devrait être totalement indépendante de l’étalon de ’ volume” intrinsèque, c’est- 
à-dire le volume invariant calculé à partir de la métrique intrinsèque, puisque physique- 
ment la corde est définie par sa surface du point de vue de l’espace-cible. Par conséquent, la 


théorie décrivant la corde et définie sur la surface devrait être invariante de Weyl. 





2. Ces difféomorphismes sont précisément les transformations conformes que nous introduisons plus bas. 
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Toutefois, cette condition n’est pas indispensable}}| Malgré tout, en théorie des cordes, l’in- 
variance de Weyl semble être une condition naturelle dans la mesure où il n’existe pas d’argu- 
ments physiques forts, dans l’espace-cible, pour ajouter un degré de liberté interne, tel que 
cet étalon de volume intrinsèque, à la surface; au contraire, des particules ”physiques” ne 
pourront être introduites — sur la couche de masse — qu’à l’aide de cette contrainte. Quelques 
éclaircissements seront apportés par la suite dans la comparaison des actions de Nambu-Goto 
et de Polyakov et lorsque les amplitudes de Polyakov seront discutées. 


Cette dernière condition si elle est remplie, définie la théorie des cordes critique. L’inva- 
riance de cette théorie par difféomorphismes et transformation de Weyl en fait alors une théorie 


conforme. 


2.1.3 Choix de jauge et brisures de symétrie 


L'existence de ces degrés de liberté de reparamétrisations n’est finalement qu’un artefact 
mathématique et non une propriété de l’objet inséré du point de vue de l’espace-cible ; ceux-ci 
doivent donc être fixées. Le terme de choix de jauge est communément introduit car une telle 


redondance s’appelle une symétrie de jauge. 


Ces symétries peuvent apparaître localement brisées et ce, classiquement ou quantiquement. 
Ceci a bien souvent des conséquences désastreuses pour la théorie — anomalies, perte d’unitarité 
etc. On cherchera donc presque toujours à réparer ces brisures, ou à empêcher leur apparition. 
Dans le cas de la symétrie de Wey] et en théorie des cordes critique, ceci est relié à la contrainte 


absolue d’invariance conforme des amplitudes. 


Les symétries de jauge pourront aussi apparaître globalement brisées|f| Cela implique en 
général que les propriétés intrinsèques doivent être organisées en classes d’équivalence fixées 
en amont par des propriétés extrinsèques. Donc, à l’inverse des brisures locales, celles-ci ne 
sont pas pathologiques. En effet, ces brisures globales dépendent entre autre de la topologie de 
la surface, dont la nature est directement associée à des propriétés extrinsèques, physiquement 
pertinentes. Le tore, par exemple, possède un continuum de classes d’équivalence de métriques 
représentées par un nombre complexe, le module qui correspond grossièrement à la forme du 
tore et à son vrillement. De manière générale, le terme module est utilisé pour désigner un 
représentant de classe d’équivalence lorsque ce dernier est un paramètre continu — par opposi- 
tion à discret. En théorie des cordes, la géométrie du tore correspond au calcul à une boucle des 
amplitudes du vide de cordes fermées. Dans ce cadre, le module est physiquement déterminant. 


Les transformations conformes ont été introduites ainsi que les difféomorphismes et les 
transformations de Weyl. L'introduction des transformations conformes en théorie des cordes va 
être analysée dans la suite à travers la descriptions des actions de Nambu-Goto et de Polyakov. 
Enfin, les amplitudes de Polyakov et les problèmes liés à l’invariance conforme seront décrits. 





3. Elle n’est d’ailleurs pas imposée dans des modèles équivalents en physique statistique, par exemple. 
4. J'entends par là que topologiquement, dans la globalité de la variété, il peut exister des classes de configu- 


rations géométriques inéquivalentes par diff x Weyl. 
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2.2 Théorie des champs conforme des cordes bosoniques 


Nous allons dans cette section introduire la plupart des outils de théorie des champs conforme 
appliqués directement à la théorie des cordes. Il s’agit donc spécifiquement d’introduire une 
CFT à 2 dimensions. Dans ce type de théorie, en cette dimension particulière, les transfor- 
mations conformes sont générées par une infinité de générateurs. Ce sont donc des théories 
intégrables, c’est-à-dire totalement résolubles et en particulier les calculs d’amplitudes (d’inter- 
actions entre cordes) peuvent être accomplis exactement. Nous montrerons d’abord comment la 
théorie des cordes peut être exprimée en termes de CFT. Puis nous analyserons les diverses 
symétries vérifiées par la théorie des champs sur la surface de cordes. Elles permettent de 
déterminer le spectre de masse des cordes ainsi que les expressions des états correspondants 
à chaque valeur de masse, c’est-à-dire les particules décrites par les cordes. Nous finirons par 
montrer comment les produits d’opérateurs (OPE) contraints par la CFT permettent de calcu- 
ler, ou pour le moins d’exprimer, exactement les amplitudes d’interaction. Pour plus de détail 
concernant les théories conformes, le lecteur pourra consulter la bible des théories conformes 
est l’ouvrage de Di Francesco et al. [24]. Pour les aspects basiques de théorie conformes dans 
le contexte de la théorie des cordes, les ouvrages de Polchinski et de Kiritsis sont des 
références. Des concepts plus avancées sont traités dans le second tome de Polchinski et 
dans la revue de Friedan, Martinec et Shenker [39]. 


2.2.1 Les théories conformes en théorie des cordes 


Avant tout, nous décrirons la dynamique classique des surfaces de cordes via la définition de 
leur action. Nous introduirons l’action de Nambu-Goto puis celle de Polyakov dont nous identi- 
fierons la théorie des champs qu’elle décrit à une CFT. Nous discuterons ensuite des amplitudes 
de Polyakov dans ce cadre. Nous verrons en particulier les nombreuses symétries et redondances 
dont il faut tenir compte. Nous introduirons alors les champs fantômes de Fadeev-Popov et les 
diverses contraintes vérifiées par les amplitudes en théories des cordes. Nous présenterons enfin 
les opérateurs de vertex, qui correspondent à des ”’particules” au sens d’une théorie quantique 


des champs, c’est-à-dire des états (ou configurations) asymptotiques. 


Action de Polyakov 


L'action des cordes, c’est-à-dire la quantité qu’une corde se propageant cherche à extrémiser, 
est naturellement donnée par la surface qu’elle trace lors de sa propagation dans l’espace-cible. 
Nous parlons ainsi de feuille d’univers, par analogie à la particule ponctuelle traçant quant à 
elle une ligne d’univers. D’après la section précédente, nous savons que l’aire invariante d’une 
surface insérée dans une variété plus grande est calculée à partir de la métrique induite par 


insertion X. Soit donc, en notant par abus de notation X (p) = X o o(p): 





SvalX] x f do ydet (Og X#O,X Ga (X)) (2.2.1) 
x 


avec G(X) la métrique de l’espace-ciblef| Cette dernière dépend ici explicitement du 





5. Il faudrait aussi ajouter les champs anti-symétriques B,,,, et dilaton ® mais nous reportons leur introduction 


à la section|3.2/qui traite du modèle sigma. Nous les négligerons pour |’ instant. 
q g gug P 
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champ X dans une démarche généraliste. La formule ci-dessus est l’expression de l’action de 
Nambu-Goto, à partir de laquelle la trajectoire de la surface est extrémisée. Elle exprime ainsi 


une théorie des champs pour la fonction d’insertion X. 


En fait, ce n’est pas l’action la plus adéquate pour calculer des quantités physiques. Dans 
ce but, il est préférable d’utiliser l’action de Polyakov [100]. Celle-ci consiste à découpler 
la métrique induite y de la métrique intrinsèque g, de telle sorte que par extrémisation de cette 
action nous identifions g = y puis déduisons S,|y,X] = Sxa[X]. Ainsi, l’action de Poly- 
akov décrit une théorie des champs à la fois pour la métrique intrinsèque et pour la fonction 


d'insertion de la feuille d’univers. Son expression est donnée par : 


Splg, X] 





= f Pog g” 3a X" OX” G(X) (2.2.2) 

Le facteur de Regge a’ = (? avec £, la longueur de corde, est introduit de sorte que l’action 
soit sans dimension. En effet, |X] = [¢,] et [G, g] = 1. Nous distinguons dans cette action un 
terme cinétique pour le champ X et un couplage à la métrique intrinsèque, donc à des degrés 
de libertés auxiliaires — puisqu'ils n’ont pas de terme cinétique — internes à la surface. Classi- 
quement] cette action est invariante par difféomorphismes et par transformations de Weyl — en 
supposant que G, est elle-même invariante. 

Il est important de constater que l’invariance de Weyl de ,/g g® permet de déduire que la 
théorie décrite par cette action est effectivement conformalement invariante classiquement. A 
titre de contre-exemple, d’après la formule (2.1.4), sur une variété de dimension supérieure à 
2, le facteur \/g g® n’est pas invariant de Weyl et par conséquent la théorie immédiatement 
non-conforme. 


L'action de Polyakov (2.2.2) décrit une théorie des champs conforme, notée dans la suite 
CFT. 


Amplitudes de Polyakov 


A partir de cette action, nous définissons l’amplitude de Polyakov : l'intégrale de chemin 
sur les champs X et g. Cette intégrale est sommée naturellement sur toutes les géométries 
de surface, compactes, non équivalentes, reliant un certain nombre d’états asymptotiques de 
cordes. Ces états sont représentés par des opérateurs de vertex. Ce sont des fonctionnelles de 
champs de feuille d’univers et de leurs dérivées V[X, 0" X], à chacune desquelles est associé 
un champ d’espace-cible. Pour être bien précis, il faut introduire les modes d’oscillations des 
cordes, ce que nous ferons dans la section Un ensemble de modes d’oscillation — un 
accord en quelque sorte — est produit par une source couplée” à la corde. Cette source peut être 
un champ d’espace-cible ou bien, plus complexe, une brane/?| Il existe donc un certain nombre 





6. Ce n’est pas toujours évident au niveau quantique, c’est-à-dire dans les calculs d’amplitudes. La métrique 
de fond Gy dans sa dépendance dans le champ X, doit toujours définir une théorie invariante conforme, tant au 


niveau classique qu’au niveau quantique. 
7. Voir section|2.4 
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”d extrémités” à la feuille d’univers où un ensemble de modes est sourcé par des champs ou des 
branes. 

Ainsi, l’amplitude de Polyakov calcule une fonction de corrélation entre des états asymp- 
totiques, chacun correspondant à un champ d’espace-temps. Le résultat est exprimé dans l’es- 
pace de Fourier des impulsions, donc une amplitude de Polyakov est en général un élément de 
matrice-S. Il faut noter que les états sont nécessairement connectés entre eux par une feuille 
d’univers, ce qui implique la préexistence d’une corde ; autrement dit, il n’y a pas de processus 
de création de corde. Nous utilisons donc, du point de vue de l’espace-cible, un formalisme de 


première quantification. 


Compte-tenu de ce qui a été précisé plus haut, pour un ensemble d’opérateurs de vertex 
V..(k“), amplitude à N-points sur une feuille d’univers © compacte, de nombre d’Euler x, doit 
s’écrire : 





N 
—_ _8, a, X] 


x 


et amplitude de Polyakov complète sommée sur toutes les géométries compactes : 


N N 
[LG )= So ao [vek (2.2.4) 
a=1 


X compactes a=1 D 


Nous avons plusieurs remarques à formuler quant à cette expression et aux propriétés des 
éléments qu’on y a introduit : 


i) Un facteur g, a été ajouté dans la formule ci-dessus, un couplage de corde, et ce n’est 
pas arbitraire. En vérité, nous aurions dû ajouter un terme supplémentaire à l’action de 
Polyakov, vérifiant également les invariances par difféomorphismes et Weyl; un terme 
purement topologique : 


d? 
-VIR = AxX (©) (2.2.5) 


D’après cette formule, nous identifions naturellement gs = eò. Le nombre d’Euler dépend 
du nombre de poignées (génus), de bords, et de cross-capsf] à la surface selon y = 
2 — 2g — b — c. Ainsi le nombre d’Euler de la sphère est y = 2, celui du tore x = 0 et 
du disque x = 1. Compte-tenu du classement des topologies selon les puissances dans le 
couplage, pour les cordes fermées, nous identifions la sphère à l’amplitude à l’ordre des 
arbres et le tore à l’amplitude à une boucle, etc. Le disque serait quant à lui l’ordre des 
arbres pour les amplitudes de cordes ouvertes et l’anneau l’amplitude à une boucle. 


ii) L’intégrande doit être invariant par difféomorphisme et transformation de Weyl, d’après 
les arguments avancés dans la section précédente. Remarquons tout de même que du fait 


des intégrations sur toutes valeurs de X et g, le résultat est évidemment indépendant du 





8. Pour la définition voir Polchinski 
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système de coordonnées et de la métrique intrinsèques ; ce qui n’interdit donc pas de 
s'intéresser à des intégrandes non invariants dans des problèmes de physique statistique 
par exemple. 

Ainsi, il faut vérifier que l’ensemble de l’intégrande et de la mesure sont bien inva- 
riants sous l’action du groupe Diff x Weyl. Alors que l’invariance au niveau classique ne 
concerne que les variations de l’action, l’invariance au niveau quantique quant à elle tient 
compte des variations de l’ensemble des objets contenus dans |’ amplitude, dépendant de 
paramètres intrinsèques. 

Polyakov montre que, dans Minkowski) par transformation de Weyl g — e?°g, 


la mesure — oublions un instant les modules — se transforme selon : 


DX Dg — e a S Pza 8.606 R6) D x Dg (2.2.6) 


La théorie des cordes critique impose donc que l’espace-temps cible soit composé de 
25 dimensions d’espace et 1 de temps, soit 26 dimensions. Mentionnons qu’en théorie 
critique des supercordes, la théorie des cordes supersymétrique, Polyakov montre 
de façon équivalente qu’il faut d + 1 = 10. Nous verrons au point v) ce qui concerne les 


opérateurs de vertex. 


iii) L'intégrale sur w représente l’intégration sur les modules. Il peut y en avoir plusieurs, 


réels ou complexes. 


iv) À module fixé, il reste à intégrer le long de la classe de métriques équivalentes par 
difféomorphisme et transformations de Weyl. Etant donné que la théorie est choisie in- 
variante suivant ces transformations, l’intégration le long de cette classe est redondante 
et implique un surcomptage. Il convient donc de choisir une métrique de référence — 
appelée métrique fiducielle et notée “9 — puis d’intégrer sur les orbites du groupe Diff x 
Weyl, et enfin de diviser par le volume de ce groupe. 

Afin de fixer la jauge nous utilisons la méthode de Fadeev-Popov, qui donne d’emblée la 
bonne mesure d’intégration. Cette dernière est exprimée en introduisant des champs abs- 
traits, c’est-à-dire des artefacts mathématiques, fermioniques et anti-commutants, nommés 
champs fantômes et dont la mesure d’intégrale de chemin s’ajoute aux précédentes sous 


la forme : 


f DbDe e Son lbe] (2.2.7) 
L'action associée s’exprime selon : 
1 — Bs 
Sale = f d'o yeg bay V’ (2.2.8) 


L'ancienne symétrie de jauge géométrique qui vient d’être fixée se retrouve naturellement 
sous une autre forme dans l’action complète, mais devient maintenant une contrainte pure 


sur la théorie plutôt qu’une redondance. Il s’agit de la symétrie BRST. Les fantômes 





9. Mais le résultat final sur le nombre de dimension est valable pour tout Gv. 
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(bap, C”) sont des champs conformes de dimension (2, —1). Nous verrons cela plus en 
détail dans la section 


v) Les opérateurs de vertex doivent être insérés sur la feuille d’univers de manière à représenter 
des états asymptotiques de cordes — ou particules. Idéalement, ils seraient construits en 
perçant la surface sous la forme d’un trou circulaire puis en étirant la surface jusqu’à les 
envoyer à l'infini temporel [19]. En réalité, ce n’est pas la peine de procéder ainsi, grâce 
à l’invariance conforme. En effet, par cette invariance, nous pouvons changer localement 
de système de coordonnées tout en conservant la métrique fiducielle. De cette manière, 
n’importe quel point, à n’importe quelle coordonnée, peut devenir infiniment lointain de 
tous les autres. Ainsi, un trou circulaire de taille finie et envoyé à l’infini est conforme à 
une perforation ponctuelle, un poinçon. 

Par conséquent, un état asymptotique doit correspondre à un opérateur de vertex inséré 
sur la surface sous la forme d’un poinçon, et ce en un point quelconque de cette surface. 
Puisqu’il n’y a pas de point d’insertion privilégié sur la feuille d’univers, il faut donc 
intégrer l’opérateur de vertex sur toute cette surface. L expression générale d’un opérateur 


de vertex est alors : 


Va(ke) = i Po yeg Valk”, 0) (2.2.9) 
D 


La condition d’invariance de Wey] de l’ amplitude impose que cet opérateur soit lui-même 
invariant conforme. Pour cette raison l’opérateur V,(k“, o) doit être un champ primaire 
de la théorie conforme, une propriété introduite dans la section Mentionnons que 
dans Minkowski cette contrainte impose (k°)? — (k*)? = m?, c’est-à-dire la condition de 
couche de masse (!) pour la particule représentée par l’état asymptotique. 

Avec la jauge fixée, tout opérateur de vertex est une fonctionnelle des champs X mais 


aussi des champs fantômes a priori . 


vi) Il existe des difféomorphismes qui génèrent des transformations conformes, c’est-à-dire 
qui peuvent étre annulés par une transformation de Weyl. Cette symétrie est importante 
puisqu’il s’agit précisément de la symétrie conforme développée dans la section suivante. 
En fixant la jauge"| c’est-a-dire en fixant la métrique, les transformations Diff x Weyl 
ne sont pas complètement fixées. Il existe une symétrie résiduelle : la symétrie conforme. 
Autrement dit, V(g) < V (Diff x Weyl). 

Du fait du surcomptage causé par cette symétrie résiduelle, l’amplitude finale — à jauge 
fixée — doit être divisée par un facteur de volume sur le groupe d’invariance conforme, 
nommé CKG — groupe de Killing conforme. Ses éléments se nomment CKV — vecteur 
de Killing conformes. Ce facteur sera noté Q(CKG). Une autre option, est de fixer la 
position d’autant d’opérateurs de vertex qu’il y a de CKV. Sur la sphère on compte 3 
CKV complexes dans le groupe de Meebius SL(2, C), donc il suffit de fixer la position de 











3 opérateurs de vertex. Sur le disque, on compte 3 CKV réels dans le groupe SL(2, R). Il 





existe une autre méthode pour se débarrasser de ce surcomptage, utile lorsqu’il n’existe 
aucun opérateur à fixer — dans le cas du calcul de la fonction de partition par exemple. 


Elle consiste à extraire du calcul le nombre infini associé au surcomptage, en utilisant le 





10. Voir pour plus de détails 
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formalisme de renormalisation — voir entre autres [125] 36]. 


vii) Le théorème de Riemann-Roch permet de donner le nombre de modules u et de CKV 
k en fonction de la topologie de la surface : 


x>0: k=3x p=0 
x<0: Kk=0 pu=3x (2.2.10) 


Pour conclure et compte-tenu de toutes les remarques précédentes, l expression de l’ampli- 
tude sur une variété X à jauge fixée est : 


(ion) = fain fee fut 


a=1 


K N 
Ja [ox e bp Son IEA AA I] Va(kg) (2.2.11) 
a=1 B=K+1 
Chaque opérateur de vertex fixé doit être multipliée dans le bulk par la combinaison de 
champs fantômes cc. Nous verrons pour quelle raison à la section Mentionnons simple- 
ment qu’ils remplacent la mesure d?o du point de vue des transformations conformes. 


Nous avons introduit les théories conformes en théorie des cordes. En particulier, nous 
avons défini l’action de Polyakov, les amplitudes et les opérateurs de vertex, des quantités de- 
vant vérifier des conditions d’invariance de Weyl et de difféomorphismes donc d’invariance 


conforme. Nous allons maintenant définir concrètement ces opérateurs dans le contexte de la 
CFT. 


2.2.2 Les symétries dans l’action et l’amplitude de Polyakov 


Cette étude se base principalement sur les ouvrages de Polchinski et Kiritsis [69]. 
Le point de départ est l’action de Polyakov, et (2.2.8), définie sur un espace-cible plat, 
c’est-à-dire Guu (X) = nv, avec la convention n = diag(—1, 1,1, 1). Nous nous intéressons à 
la physique locale sur la surface, en se plaçant sur un voisinage U de la variété © : 


1 
Ata! U 





Splg, X] = 


1 N 
do 59% oN OX Quy + = 1 Vo VG bas Vie? (2.2.12) 
T Ju 


Localement, toute métrique sur une surface est conformalement plate, à un difféomorphisme 
près — voir [89]. Il n’existe donc pas de module dans la description locale d’une surface. Ceci 
implique que, par invariance de Weyl, nous pouvons utiliser la métrique fiducielle suivante Jap = 
dap et paramétriser la surface par des coordonnées euclidiennes, à condition que la fonction X 
vérifie bien quant a elle des contraintes de causalité. En outre, il n’existe pas de condition de 
réalité sur le système de coordonnées, que nous pouvons choisir dans C à partir du moment 
où le voisinage U — un ouvert — est une surface de Riemann. Ainsi opterons-nous pour un 


système de coordonnées complexe, dans lequel la métrique est hermitienne et s’exprime comme 
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ds? = dz@dz. Ce système est particulièrement pratique pour traiter la plupart des calculs. Dans 


ces coordonnées, l’action s’écrit comme : 


1 : 1 _ : 
Splg, X] = a [ d?z OX"OX,, + A i d’z (b..0c° + bzz0c*) (2.2.13) 


où nous notons simplement 0 = 0/0z et 0 = 0/02. La normalisation est toujours fixée 
suivant les conventions de Polchinski [97]. Cette action est symétrique par transformations 
conformes et transformations de Poincaré sur les champs X”, c’est-à-dire les translations et 


les boost de Lorentz. 


Certaines feuilles d’univers X peuvent être décrites globalement par au moins un système 
de coordonnées fixé et en particulier si la surface est orientable, sur le plan complexe — il s’agit 
alors d’une surface de Riemann. C’est le cas de la sphère S°, du tore T? (et de tous les tores T” 
a plus forte raison) ou du disque D?. 


Dans le cas de la sphére tous les points sont équivalents, mais ce n’est pas le cas du disque 
où les points de l’intérieur — le bulk — se distinguent des points du bord. Ainsi, |’ étude de la phy- 
sique des cordes, sur une géométrie de surface telle que la sphère, pourra être faite au voisinage 
de n’importe quel point. En revanche dans le cas du disque nous discernons deux physiques 
distinctes, celle de l’intérieur — vraisemblablement semblable à celle d’un voisinage de sphère 
— et celle du bord — de tout voisinage du bord pour être plus précis. 


Cette distinction amène à définir deux théories des cordes sur les surfaces avec bord : les 
cordes fermées, celles du bulk, et les cordes ouvertes, celles du bord. Nous différencions ainsi 
les opérateurs de vertex du bulk et ceux du bord, qui ne sont pas associés aux même états 
asymptotiques. L'identification précédente est naturelle dans le sens où une corde fermée est un 
objet n’ayant pas de bord, tandis qu’une corde ouverte est un objet à deux bords, c’est-à-dire 


chaque extrémité. 


En ce sens, l’action décrit la physique d’un voisinage du bulk, sans bord, pa- 
ramétrisée sur le plan complexe entier C, et correspond par conséquent à une théorie des cordes 
fermées. En revanche, pour décrire la physique des cordes ouvertes, il faut se placer sur un demi- 
plan complexe avec bord et on choisit en général le demi-plan supérieur H} = {z, Jmz > 0}. 
A noter qu’il faut éventuellement implémenter des conditions de bord sous la forme de termes 
de bord dans l’action : 





d?z (bð + bzz0ř) + $ dz O[X, b, c] 
dH,=R 
(2.2.14) 


avec © un ensemble d’opérateurs de vertex a priori primaires. Insistons cependant sur le 
P 


1 2 1 
Splg, X] = TA a d?z OXFOX, + = i 
+ 


Ay 


fait que la théorie est ci-dessus définie sur des voisinages et non sur la variété entière. Par 
conséquent, nous ne pouvons pas calculer, dans cette description, une amplitude sur la sphére 
ou sur le disque ; il faudrait ajouter certaines conditions de périodicité, de symétries — relié au 


problème des CKV — et de régularisation infra-rouge (IR). 
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Les symétries de l’action de cordes fermées 


Nous comptons plusieurs symétries dans l’action (2.2.2), où la jauge n’est pas encore fixée. 
Les symétries internes rencontrées précédemment : les difféomorphismes — dont les transfor- 
mations conformes — et les transformations de Weyl. Mais aussi des symétries externes — dans 
le sens externes à la surface : celles-ci concernent des transformations des champs eux-mêmes, 
entre eux, mais qui peuvent dépendre des coordonnées. Parmi elles se trouvent les translations 
XF — X" +a” et les transformations spéciales — boost — de Lorentz X“ — A% X”. L'ensemble 
de ces transformations forme le groupe de Poincaré|!"| (A, a). 


Il serait plus judicieux de partir de l’action dont la jauge est fixée. En effet, nous 
ne serions plus confrontés aux contraintes d’invariance de Weyl et de difféomorphismes direc- 
tement, mais uniquement aux contraintes d’invariance par transformations conformes. Ainsi, 
dans la suite, tant que possible nous partirons de l’action (2.2.13). 


Avant de lister l’ensemble des symétries et des courants de Noether correspondants, donnons 
les équations du mouvement des différents champs, calculées à partir de l’action (2.2.13). Sa 
variation lagrangienne donne les équations d’Euler-Lagrange suivantes : 


O0OX" =0 
Oc’ = Oc? = 0 
0b,, = Obs; = 0 (2.2.15) 


Nous en déduisons que OX et OX sont respectivement holomorphe et anti-holomorphe. En 
ce qui concerne les fantômes, les conclusions sont similaires. Par conséquent, nous utiliserons 


la notation suivante : 


Digs = b(z) 5 bss =b Z) (2.2.16) 


Courants de Noether des champs X 


Les courants de Noether associés à ces symétries sont construits comme habituellement en 
théorie des champs — voir [63]. Le courant des symétries internes est associé aux transforma- 
tions de la métrique, donc est représenté par le tenseur énergie-impulsion. Pour une transforma- 


tion infinitésimale 00 = ev“(o), avec o = (z, Z), ona: 


Jz = j(z) = We" Les + iv°T; 
Jz = Xz) = av T xz -+ iv” Tz (2.2.17) 


Le champ X se transforme selon 6X" = —ev°ð, X” donc le tenseur énergie-impulsion 


vérifie : 





11. Il peut exister d’autres symétries externes, auxquelles on se réfère en CFT sous l’appelation d’algèbre de 


courant. 
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Tez = Tzz =0 
Ts = Tna 
aS 1 = = 
Tez = T(z) = —— : XX, : (2.2.18) 


Nous avons introduit la notation d’ ordre normal : x : pour signifier que le produit intérieur 
est régulier au sens des OPE — développement de produits d’opérateurs — défini à la sec- 
tion [2.2.3] Remarquons que 1, = 2T,; = 0, c’est-à-dire que le courant des transformations de 
Wey] est nul. En outre, la conservation du courant impose que 0(v*T.,) = O(v*T:z) = 0, de 
telle sorte que v” et T,, sont holomorphes, tandis que v” et Tz; sont anti-holomorphes, ce qui 


est vérifié le long des équations du mouvement ; d’où la notation utilisée T(z) et T(2). 


Les transformations conformes sont portées par le vecteur tangent v"(z, Z) tel que ev*(z) = 
a+6z+~7z? avec des coefficients complexes infinitésimaux, regroupant dans l’ordre les transla- 
tions (a), les rotations et changements d’échelle (5) et les transformations conformes spéciales 


(y). La transformation exacte s’écrit : 


JO gee í . ; ) e SL(2,C) (2.2.19) 
C 


De même v*(Z) = a+82+72?. Les transformations conformes sont telles que les variables 


(anti-)holomorphes se transforment en variables (anti-)holomorphes z + f(z) et z — f (Z). Or 


puisque la métrique dans la jauge unitaire est ds? = dz ® dz elle devient f(z) f(Z)dz Q dz ce 


qui est effectivement la transformation recherchée. 


Les transformations externes, c’est-à-dire des champs entre eux, sont générées principale- 
ment — mais il peut exister d’autres groupes de transformations, cf. les algèbres de courant 
— par le groupe de Poincaré dont la forme infinitésimale appliquée sur X et sur la métrique 


d’espace-cible est : 


OX" = e a” (o) + € w” (0o) X” 


OGuy =€ WP Gov (2.2.20) 
avec Wv = —W,,. Les Courants associés respectivement à la translation et aux boost de 
Lorentz sont : 
i TS i = 
JF = J*(z) = — 0X dre OX 

2112 = i v pV 5 i yv 
JE) ri Xx”: je (2,7) = z : XBOX" : (2.2.21) 
avec la convention zly?! = (ay? — xty)/2. Ces courants sont conservés classiquement 


le long des équations du mouvement. Notons cependant que le courant des transformations de 


Lorentz n’est pas un champ primaire à cause du facteur X”. 
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Courants de Noether des champs fantômes 


N'oublions pas que le tenseur énergie-impulsion des champs fantômes doit être ajouté. Afin 
que l’action (2.2.8) soit invariante conforme, il faut les transformations des fantômes suivantes 


pour do = —ev": 


Ô0b, = —€ v*0b + e (Ov*) Ab 
dc, = —e v*Oc + e (dv*)(1 — Àjc (2.2.22) 


avec À = 2. Des formules équivalentes existent pour b et € en remplaçant simplement z par 


Z. En variant l’action, nous calculons aisément le tenseur énergie-impulsion correspondant : 


TS =: (db)c : —20(: bc :) 


T9 =: (DbY : —20(: be :) (2.2.23) 
De méme, ce tenseur est bien conservé le long des équations du mouvement, pour lesquelles 


T9 et TY sont holomorphes et anti-holomorphes. Le tenseur énergie-impulsion complet associé 
à l’action (2.2.13) est ainsi : 


T(z) =T* +T 
T(z) = TX +79 (2.2.24) 


En tant que générateur des transformations conformes, le tenseur énergie-impulsion a un 
statut trés important en CFT. C’est a partir de son action sur les fonctionnelles de champs que 
les opérateurs de vertex et les états asymptotiques sont définis. 


Les fantômes vérifient aussi une symétrie externes, dénommée symétrie de nombre fanto- 


matique — ghost number — telle que 6b = —ie b et dc = ie c et dont les courants sont : 
tS =i be: 
jg = — : be: (2.2.25) 


Ce courant est conservé le long des équations du mouvement, pour lesquelles j, et 7, sont 
respectivement holomorphe et anti-holomorphe. 


Si ces courants sont définis conservé classiquement, remarquons qu’ils ne le sont pas tou- 
jours au niveau quantique. C’est potentiellement problématique car cela implique une brisure 


quantique de symétrie, soit des anomalies et éventuellement une rupture d’unitarité. 


A propos de la symétrie BRST 


Pour approfondir l’étude de la théorie à jauge fixée, il faudrait s’intéresser au groupe de 


transformations conformes tenant compte des fantômes et qui se traduit sous la forme d’une 
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symétrie externe, nommée BRST. Celle-ci mélange les fantômes aux champs X, suivant la 


transformation infinitésimale : 


OpX" = ic (cð + CO) Xt 
Spb=ie(TX+T9) dpb = ie (T* +T*) 
dpc = iecdc Ope = 1€COC (2.2.26) 


Puisque CFT C BRST, la théorie des champs vérifiant cette symétrie est une CFT sur 
laquelle a priori un certain nombre de contraintes supplémentaires sont posées, en particulier 
sur l’expression des états asymptotiques de la théorie — et des opérateurs de vertex — se traduisant 
par des contraintes physiques. Le courant associé à cette symétrie est : 





1 3 

jg = CT + 5 cT’ : +50°c 

2 Zoi a: ee 

Jp = + 2 TT” : zo (2.2.27) 


Ici le tenseur énergie-impulsion est T™ où m signifie ”matière”, au lieu de T*, afin de 
généraliser l expression à toute théorie des champs non fantômes — comme par exemple les 
fermions en supercordes. Ce courant est conservé le long des équations du mouvement, pour 
lesquelles jg et Jg sont respectivement holomorphe et anti-holomorphe. 

L'expression ci-dessus montre que la transformation BRST est en fait une transformation 


conforme avec v*(z) = c(z) et respectivement v*(Z) = &(Z). 


2.2.3 Dimensions conformes, champs primaires et états 


Comment un champ se transforme-t-il par transformations conformes ? Pour répondre à 
cette question autant définir un champ par ses lois de transformations. Ainsi nous pourrions 
étendre aux champs la notion de tenseur de sorte qu’ils soient covariants par transformation 
conforme. Cette propriété permettrait de définir aisément des quantités physiques, c’est-à-dire 
invariantes conformes. Les champs primaires[®]sont définis par la loi de transformation suivante 


— voir en particulier l’ouvrage de Di Francesco [24] : 


JR EN Es EN 
oez = (F) (5 O(z, Z) (2.2.28) 


Le champ © ainsi défini est dit champ primaire de poids (h, h), où ces quantités sont 
des nombres a priori réels. La dimension conforme du champ désigne A = h + h et pa- 
ramétrise l’évolution d’un champ selon un changement d’échelle rigide (z, z) — (¢z,¢Z). 
Cette quantité est à rapprocher de la notion de dimension pour un champ, rencontrée dans le 
cadre du formalisme de renormalisation en théorie quantique des champs. Nous définissons 


aussi le spin S = h — h qui caractérise l’évolution d’un champ selon une rotation rigide 





12. Un champ est, de manière générale, une fonctionnelle des champs fondamentaux de la théorie de surface, 


iciX et ses dérivées successives 
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(2,2) — (eÏ?2,e-°7), D’après la formule (2.2.28), les transformations holomorphes et anti- 
holomorphes sont tout à fait séparées. C’est un point crucial des transformations conformes 


dans la jauge unitaire sur le plan complexe. 


Correspondance état-opérateurs : espace de Hilbert 


Nous pourrions parler de ces champs en terme d’opérateurs tensoriels. Ils devraient alors 
être définis en relation à un espace de Hilbert. En effet, certains champs primaires sont expri- 
mables sous la forme de tenseurs conventionnels, c’est-à-dire définis sur la base de l’espace 


tangent 7,2 en un point p de la surface. Il s’agit des champs primaires de poids entiers notés 











(n, ñ). D’autres en revanche, les champs primaires de poids non entiers (h, h) ¢ IR?, ne peuvent 





pas être définis sur une telle base. 








Il faut donc introduire une base généralisée {|h, ai, z) ® |h,@(5,z)} en tout point (z, Z) 
sur un espace de Hilbert des champs primaires 
H= BD HOH (2.2.29) 
(h,h)ER? 


Les paramètres (a;), &(;,) forment un ensemble de propriétés discriminant des ket de même 
poids et résultant d’un classement en représentations de symétries supplémentaires — les algèbres 
de courant. Autrement dit, chaque espace de Hilbert H, est lui-même décomposé dans une 
base hilbertienne ou généralisée { 





h, acy, 2)}e a Le poids h est en général calculé en fonction 
des aij). Ces espaces de Hilbert constituent les espaces de plus haut poids en CFT — voir la 
présentation claire de [101]. 

Les bras (h, Qs); z| sont également introduits tels que : 


(h, ay, 2[h', aty 2") = Saw 6 (aay — at) 6(z — 2’) (2.2.30) 


Le bra contient une distribution delta de dirac (z| = (6,|. Chaque ket et bra subit les trans- 
formations conformes selon : 








j o7\ 
h, ai, 2') = (=) h, a), 2) 
! Oz! a= 
(h, az = (5) (h, ag), 2| (2.2.31) 


avec £ le nombre total de propriétés aq). La transformation du bra provient de la distribution 
delta de Dirac. Et respectivement pour les états correspondant aux opérateurs anti-holomorphes. 
Ainsi tout champ primaire — local — de poids (h, h) s’exprime de manière générale sous la forme 
d’un tenseur invariant selon : 


Oh) (2, Z) = ` oh) (2, z) (h, A) A2); y Q (h, Qa) a), a sal (2.2.32) 


Ali) (j) 
(i) 
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De sorte qu’un opérateur local est défini par l’action d’un tenseur Oh) = f d?z Oh) (z, Z) 
sur un ket de base : 


Alij Ai) 


Oh) (In, Qi), Z ) ; lh, Qi): A ) ) = ol) (z, Z) (2.2.33) 


Les vecteurs |h, a(;), z } sont appelés des états et la relation ci-dessus peut être 
entendue comme une correspondance états - opérateurs. Puisque l’état est piqué en un point 
particulier z(p) de la surface, l’opérateur obtenu est bien défini en un seul point et correspond 
donc à un état asymptotique tel que cela a été défini auparavant [2.2.1] 

La correspondance états - opérateurs n’est pas triviale à déterminer exactement. Il faut in- 


troduire les notions d’OPE puis d’action des courants sur les opérateurs et d’algèbre de courant. 


Il existe une classe d’opérateurs locaux plus grande que celles des opérateurs primaires, 
dont la transformation par changement d’échelle rigide z — Çz est donnée par : 





A'(C2', C2) = CG A(z, 2) (2.2.34) 


Nous appelons aussi (A, A) les poids de l’opérateur A. Les champs primaires constituent une 
classe de cet ensemble d’opérateurs. Les opérateurs non primaires, sont conventionnellement 
nommés opérateurs descendants. 

Une correspondance état-opérateur peut être définie à travers un développement équivalent 
à celui effectué précédemment. Ces opérateurs descendants sont covariants le long d’un sous- 
groupe des transformations conformes, qui ne concerne que les changements d’échelles rigides. 
Soit donc 7H l’espace de Hilbert défini par : 


H= A HIH (2.2.35) 


(h,h) ER? 


et tel que H C ŸH. Ainsi “H est généré par H en appliquant les algèbres de courant et 
de Virasoro sur les kets de plus haut poids. La base {|h, Qi), Z) Q |h, Qi); de et les 


opérateurs descendants sont également définis via : 


AG) (In, Qi), Z ) ; |h, Qa); z ) ) = A (z, Z) (2.2.36) 
Notons que Ah) n’est pas à proprement parler un tenseur, mais un objet covariant dans les 


changements d’échelles rigides. 


OPE et courants 


Nous définissons le produit intérieur entre n’importe quels opérateurs — donc pas nécessairement 


primaires — par OPE : 


Ai(z)Aj(w) = SC; (2, w) Alw) (2.2.37) 


k 
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En théorie quantique des champs, ce produit est défini dans la limite où les insertions sont 
très proches. Il n’est généralement pas convergent. Dans une CFT à deux dimensions, toute OPE 
est convergente avec un rayon de convergence égal à la distance entre les opérateurs. Suivant 
des contraintes de transformations propres aux théories conformes, nous pouvons déterminer la 


forme générale des OPE : 


Ci; k 
Ailzi, Zi) A; (Zj, Zj) > J i. ah =e Ax( 25, Zj) (2.2.38) 





avec la notation 2;; = z;—2z; et C; p un coefficient a priori complexe. Insistons sur le fait que 
ces opérateurs ne sont pas nécessairement primaires et qu’en général seule une très restreinte 
minorité ď’ opérateurs est primaire. Particulièrement intéressante est l’ OPE du tenseur énergie- 
impulsion avec un opérateur quelconque — y compris lui-même. En effet, la transformation d’un 
opérateur le long d’un groupe généré par un courant est donné schématiquement par l’intégrale 


suivante : 


A(z, Z) = $ dw ðv(w) j(w)A(z) + c.c. (2.2.39) 


L'intégrale est définie le long d’un contour fermé autour de la position de l’ opérateur. Le 
courant j (w) est exprimé en terme des champs de la théorie et est donc lui-même un opérateur. 
Pour des raisons de cohérence, afin que les symétries soient conservées aussi au niveau quan- 
tique, le courant doit toujours être un champ primaire. En utilisant (2.2.38), la variation in- 
finitésimale 0.4 s’exprime sous la forme d’un développement sur des opérateurs primaires et 
descendants. 


Selon (2.2.17) la transformation conforme d’un opérateur est donnée par : 


A(z,Z) = f dw ðv” (w) T (w) A(z, Z) + c.c. (2.2.40) 


Puisque T est de poids (2, 0) et d’après la transformation (2.2.34) du champ A, nous devons 


avoir : 


; h 


T(w) AC (z, 2) = : 


wo hr) +... (2.2.41) 


(w — pane al 


Les termes cachés ici ne sont pas connus a priori et dépendent de l’opérateur en question. 


En présence d’un champ primaire O le développement se réduit a : 


1 


way sis (2.2.42) 


T(z) 4 OT (z) +... (2.2.43) 
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Néanmoins, de manière générale ce n’est pas ce qui est obtenu En effet, dans le calcul de 
l'amplitude (2.2.6) il apparaissait une anomalie proportionnelle à d + 1 — 26. Cette anomalie se 
retrouve naturellement dans la transformation conforme de T : 


T(w)T(2) = LR. - 2 yota - Te) +... (2.2.44) 





La constante c s’appelle la charge centrale et caractérise l’anomalie. Dans le contexte du 
calcul (2.2.6) nous trouvons c = d + 1 — 26. Cette valeur est obtenue après avoir fixé la jauge, 
c’est-à-dire en prenant comme point de départ l’amplitude (2.2.11), soit le tenseur energie- 


impulsion (2.2.24). 


Afin d’effectuer ces calculs explicitement, il faut connaître les OPE de base, c’est-à-dire 
celles des champs fondamentaux de la théorie X, b et c, ainsi que l’ordre normal. Les expres- 
sions des OPE sont obtenues à partir des équations quantiques du mouvement, c’est-à-dire des 
équations d’opérateurs s’appliquant à l’intérieur d’un corrélateur. 

L'ordre normal d’une fonctionnelle : F|X, b, c] : est défini tel que l’ensemble est un opérateur 
dont le corrélateur est régulier dans les coordonnées de la feuille d’ univers, soit (: F[X, b, c| :) = 
reg. De manière équivalente, l’ordre normal est défini par soustraction des singularités de la 


fonctionnelle : 


: FIX, b,c] := FIX, b,c] — sing. (2.2.45) 


Dans le cas où la fonctionnelle est le produit intérieur de deux fonctionnelles régulières 
— supposons-les holomorphes pour simplifier — F(z) et G(w), nous obtenons une définition 
complémentaire de l’OPE en utilisant l’ordre normal : 


F(z)G(w) = sing. + : F(z)G(w): 
= sing. + ya : (O° F)G(w) : (2.2.46) 


neN 
L'application d’un simple développement de Taylor sur F permet de passer de la première 
ligne à la deuxième. Maintenant, à partir de l’action (2.2.13) nous pouvons calculer les fonctions 


de corrélation suivantes : 





(X#(z,zZ)X"(w,@)) = -a —In|z—w/? 
Weu) = —— 
(b(z)b(w)) = (c(z)c(w)) =0 (2.2.47) 


Rappelons ici que les champs b et c anticommutent. Par conséquent b(z)c(w) = c(z)b(w). 
Sachant que sur une variété sans bord, (: X(z, Z)X(w, tw) :) = (X(z,Z))* = 0 par imparité de 
l'intégration sur X, le même argument s’appliquant sur les champs fantômes, nous dérivons les 


OPE suivantes : 
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XF(2,27)X"(w,w) 





I 
| 
Q 


I5 (= . ("X") X” (w, 0) : +P" | (dex) XW, w) ) 


n! 





b(z)c(w) = — $ D ai : (O"b)c(w) : 


(2.2.48) 


En utilisant ces développements et a partir des formules (2.2.24), (2.2.18) et (2.2.23), nous 


obtenons : 











T(w)OX"(z) = ox") + — 3?’ X" (z) + reg. 

T(w)b(z) = mt) + —— oble) + reg 

T(w)c(z) = ae H- : - Oe(2) + reg. 

T(w)T(z) = 2 = a A x É + z -ÔT (2) + reg. (2.249) 


Ainsi, 0X", b et c sont-ils des champs primaires de poids respectifs (1,0), (2,0) et (0, —1). 
Dans la dernière formule nous retrouvons bien le développement attendu. Les transformations 
conformes ne sont générées correctement au niveau quantique, à jauge fixée, qu’à la condition 
que l’anomalie s’annule, c’est-à-dire quand la charge centrale s’annule, donc si et seulement si 
d+ 1 = 26. C’est une définition complémentaire de la théorie critique des cordes, mais encore 
une fois reliée à la contrainte d’invariance de Weyl que nous souhaitons imposer intuitivement 
à la théorie. 


La vérification de la conservation des courants au niveau quantique est immédiate : 


1 1 


2 — W 





aj” (w) + reg 


1 1 . 
= ag WW) he) a 
—w) z— w 








TOP) = oe + nu) + Ou) +008 
D (ou) = FZ — E Zel) + Ainlw) + reg (2.2.50) 


Les deux premiers courants sont des tenseurs — donc conservés — tandis que les deux der- 
niers ne le sont pas. Le courant de nombre fantomatique et le courant de BRST admettent 
chacun une anomalie. Dans le cas de 79, anomalie est reliée à l’existence de modes zéro des 
champs fantômes et implique le théorème Riemann-Roch — voir [39]. L’anomalie de 
jpg est quant à elle reliée à la dimension de l’espace-cible et impose toujours d + 1 = 26. C’est 
une nouvelle perspective sur la définition de la théorie critique des cordes. 
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Opérateurs de vertex intégrés, non-intégrés et état du vide 


Les opérateurs de vertex doivent être invariants conformes mais aussi et surtout invariants 
BRST. Cela garantie l’invariance conforme quantique de toute amplitude. En raison de l’exis- 
tence dans certaines géométries de vecteurs de Killing conformes (CKV), il faut aussi imposer, 
dans les amplitudes, à un certain nombre d’opérateurs de vertex d’être fixés en des coordonnées 
arbitraires. Il existe donc une dichotomie d’opérateurs : les opérateurs intégrés et les opérateurs 
fixés. 


Les opérateurs intégrés sont de la forme : 


Ve f d?z AUD (z, 2) (2251) 


L’invariance BRST sera dans ce cas totalement équivalente à l’invariance conforme et im- 
pose simplement que (h,h) = (1,1) et que A soit un champ primaire. C’est-à-dire dans 


l'écriture utilisée précédemment : 


V= f d?z OCD (z, 2) (2.2.52) 


Imposer au champ d’être primaire contraint fortement les paramètres dont il dépend; en 


particulier, l’impulsion et la polarisation. 


Les opérateurs non intégrés, fixés, doivent être, afin de vérifier l’invariance BRST, de la 


forme : 


V =: c€OO)(z, 3): (2.2.53) 


Il s’agit bien d’un opérateur de poids (0, 0) qui est donc bien invariant conforme et invariant 
BRST. Il s’agit de la forme la plus naturelle pour définir un état physique asymptotique, c’est- 
à-dire piqué en un point quelconque de la surface, via la correspondance (2.2.33). 


L'état du vide est naturellement défini dans ce contexte comme correspondant au champ 
c(z) c(Z). Cela permet de définir convenablement les amplitudes du vide, à un point et à deux 
points. Dans les notations précédentes, le ket du vide |Q} = |0) @ ||) et son homonyme anti- 
holomorphe, s'expriment par : 


a) (10,2), 





Q, 2)) = ¢(z) (2) (2.2.54) 


Il faut à présent étudier plus en détail la correspondance état-opérateur que nous avons 
introduit a plusieurs reprises. En particulier, nous allons présenter les opérateurs de création, 


d’annihilation et de symétrie. 
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Décomposition des champs de cordes fermées et des courants 


Rappelons les équations de mouvement (2.2.15) de l’action (2.2.13) : 


00x" =0 
= dc = 0 
db = db = 0 (2.2.55) 


Puisque OX, b, cet OX, b, €, sont respectivement holomorphe et anti-holomorphe. Ils se 


décomposent en séries de Laurent : 


OX" = fe Sak OX" = 4 Dar 


neN neN 
c= D Cn zott c= SG set 
nEN neN 
= ne tye (2.2.56) 
neN neN 


Les conventions sont toujours celles de Polchinski [97]. Dans ces conventions, les trans- 
formations conformes de chacun des champs sont correctement implémentées. Nous pouvons 
promouvoir les équations et (2.2.56) au niveau quantique, c’est-à-dire à l’intérieur 
d’un corrélateur, ce qui implique qu’elles sont aussi valables en décrivant les champs X et les 
fantômes par des opérateurs agissant dans un certain espace de Hilbert. Par conséquent, nous 


pouvons considérer que les coefficients a’, Cn et b, sont des opérateurs. 


Ces opérateurs peuvent être définis en relation inverse à partir de l’expression des champs 


par : 


a! J Qn 
2 dz 

xu _,/2 d Ven5yns 
On a! f 27 on) 

. dz n—2 2 
Gs -i $ = e(z) 
by = —i f a pity, i) (2.2.57) 
n — on Zz ae 


et de façon similaire pour € et b. D’après les deux premières expressions, par unicité de 
valeur de X dans l’espace-cible, nous trouvons af = a4. En effet, le long d’un chemin fermé 


2 [aXe Z à - 
24% -0- 4 (Saxe + ox") =of af 2.2.58) 
a Jy 20 (2,2) 27 27 


Le mode af est l’opérateur d’impulsion de la corde, noté af = 4/ Zp". 


Y 
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La décomposition complète de X peut alors être déduite de (2.2.56) sous la forme : 


2 a! . fal a 
X*(z,2) = 26 — ip" in [a — à 7 D (az + On Z ) (2.2.59) 


neN* 


L'opérateur position x} est associé classiquement à une position de référence de la corde en 
une coordonnée de référence donnée sur la surface. 

Ainsi par transformation conforme, la surface de corde complète — la sphère ici — est décrite 
sous la forme d’un cylindre infiniment long ; ce qui correspond bien à l’intuition d’une corde 


fermée se propageant. Les coordonnées de la surface changent de la façon suivante : z — e7 #79 











et Z > e "19 avec ø € [0,27] ett € R. Ces deux coordonnées décrivent bien un cylindre. En 
terme de ces coordonnées, (2.2.59) devient : 





1 - a in ino s —ino 
XH(,0)= 26 =a pi De t (ane + Qne€ ) (2.2.60) 


neN* 


D’après cette formule p” est bien assimilé à l’impulsion de la corde. Les coefficients af 
correspondent quant à eux à des modes de vibration de la corde. Ils sont de deux types : les 
modes gauches a, et les modes droits &,, puisque les ventres et les noeuds des oscillations se 
déplacent respectivement le long des trajectoires t + o = const. et t — « = const. Conven- 
tionnellement, les quantités droites et gauches sont respectivement notées avec et sans tilde. De 


plus, le terme mode peut désigner l’entier n ou l’opérateur an. 


Cette discussion s’ applique aussi aux modes des fantômes Cp, Cn, bn et bn. 


La méthode pour décomposer les courants de symétries et en particulier le tenseur énergie- 
impulsion est semblable à celle que nous venons de présenter. Nous ne nous intéressons ici 


qu’au tenseur énergie-impulsion et au courant des translations d’espace-cible (2.2.21) : 


a) aC mi (2.2.61) 


Parmi les opérateurs L,,, trois ont un statut particulier, L_;, Lo et L. Ils génèrent les trans- 
formations conformes complètes, c’est-à-dire le long de v(z) = œ + 8z + yz”. Ils vérifient une 
algèbre S L(2,C). Des formules équivalentes sont obtenues pour les courants anti-holomorphes. 
Outre ces opérateurs particuliers, remarquons l’existence d’une infinité de générateurs L,, de 
translations sur la surface. Cela fait de cette CFT une théorie intégrable, c’est-à-dire totalement 
résoluble. Cette propriété est assurée par l’holomorphicité du tenseur énergie-impulsion. Cette 
contrainte n’est en général pas vérifiée dans une variété de dimension d 4 2 parce que la conser- 
vation de l’énergie-impulsion — mais aussi des autres courants de symétrie — ne se réduit pas 
en d’aussi simples contraintes d’(anti-)holomorphicité. Les algèbres sont calculées à l’aide des 
OPE suivantes TJ, TT et JJ: 
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f dw $ dz z2” Hw" T(z)T(w) = [Lm, Ln] = (Mm — n)Lm4n + lm — Mômin 
Co w 
$ dw $ dz z”w” J”(z2) J” (w) = le ak] = mon 
Co w 
f dw $ dz 2™tlw" T(z) J" (w) = [Lm, at] = nahan (2.2.62) 
Co w 


En première ligne, est identifiée l’algèbre de Virasoro vit dont L—1, Lo et L constituent bien 
une sous-algèbre sI(2, C). Le générateur Lo est particulier car il est associé aux changements 
d’échelle rigides. Il mesure donc le poids h d’un opérateur descendant ou primaire — respective- 
ment Lo mesure h — dans sa décomposition de Laurent suivant son action d’algèbre. L’opérateur 
ah est associé à l’impulsion de la corde, il mesure donc p”. Le commutateur [Lo, af] = 0 in- 
dique que les vecteurs propres de Lo se décomposent le long des vecteurs propres de af. Le 
calcul de 1’ OPE JX montre que l’opérateur position x” vérifie le commutateur habituel en 
mécanique quantique |z”, p”] = in”. 

L’algèbre des opérateurs af est une algèbre d’opérateurs de création et d’annihilation, ce 


qui est clair en les redéfinissant par a = a#/ y/n. Les seuls commutateurs non nuls sont alors : 


(ae, an] = ni” (2.2.63) 


mi = 


Par convention, les &,-9 sont choisis en tant qu’opérateurs d’annihilation et les a_, = 
(Aso)! en tant qu’opérateurs de création. Par convention, p” est créateur et z” annihilateur. 
Partant d’un vide |0) & |0} par application récursive des opérateurs de création et d’annihilation, 
un espace de Fock est décrit. Ce vide est défini par les actions : 


An>0 |0) = 0 An>0 [0) = 0 (2.2.64) 


Les vecteurs de cet espace sont caractérisés par les valeurs propres de a, et de Lo, par 
conséquent notés |n, E). D’après la signature minkowskienne de la métrique, l’espace de Fock 
n’est pas bien défini à cause des états de normes négatives. Cependant, ces états découplent par 
invariance BRST. Par conséquent, si on ne s’intéresse qu’ aux états physiques, il est suffisant de 
ne s’attarder que sur ces états sur la couche de masse et dans la jauge du cône de lumière, c’est- 
à-dire X° et X! fixés donc gelés. Cependant, ce n’est pas une jauge manifestement invariante 
de Lorentz, donc en général, X? et X! sont laissés libres et la contrainte de couche de masse 


est imposée implicitement. 


La même algèbre — anti-commutante — est développée pour les champs fantômes : 


TEn; bm} = Onan 
[Lo, En| = nc, [Lo, bn] = nbn (2.2.65) 


Cette définition donne lieue à l’existence de deux familles de créateurs et d’annihilateurs. 
La première famille d’annihilateurs est définie par c,>0 avec b-n = (Cro)! les créateurs corres- 
pondants. La deuxième famille est générée par la famille bn>o et C-n = (bnso)! respectivement 


annihilateurs et créateurs. Il faut introduire deux vides ||) = c: |0} et |f} = coc, |0) tels que : 
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Cn>0 N) =0  basolt) = 0 
coll)=|t) bolt) = N) 


Tout ce matériel peut être utilisé pour exprimer le tenseur énergie-impulsion et donc Ln, 
d’après les formules (2.2.21). Cependant, il faut définir un ordre normal d’ opérateur 3 $ équivalent 
à l’ordre normal des champs : :. Il doit être tel que si l’on évalue un courant dans le vide, le 
résultat est défini pour tout z et compatible avec la définition du champ primaire du vide cor- 
respondant (2.2.54). Pour cela, il faut définir è 3 tel que dans l’expression résultante, tous les 


annihilateurs sont à droite et les créateurs à gauche, à une constante additive près. 


Le vide fondamental et son adjoint sont choisi conformément à (2.2.54), ce qui revient à se 
placer dans la jauge de Siegel bo |phys) = 0, c’est-à-dire : 


|A) = |0) 8 ||) = c |0) @ |0),, 


Et nous obtenons alors pour expression des modes du tenseur énergie-impulsion, la formule 


suivante : 


1 
— o H o o o 
Em = 2 > °OAm-nOune + > (n + M)èbm-nCn? + Ôm (2.2.68) 


nEN neN 


La constante additive ôm doit permettre de retrouver l’identité (Q| Lo |Q} = —1 par compa- 


raison à (T(z)) = —z~°*. Et on trouve ôm = —ôm 0. Enfin, remarquons l'identité suivante : 


Loana” m |9) = (n + matna” m |O) 


Lo C-nb-m |Q) = (n + M)c_nb—m |Q) (2.2.69) 


En théorie bosonique, tout vecteur propre peut donc être caractérisé par 3 nombres :le poids, 














l’impulsion et le mode N. On écrit |h, k, N, 1) @ Íh, k, N, 1) tel que : 
att |h, k,N,4) =li, kE, N, 4) k" 
: 7 k2 
Lo |h, AN, 1) nr N,4) h  avech =a! +N-1 (2.2.70) 








et similairement sur les kets du secteur droit. Il faut en outre imposer au tenseur énergie- 
impulsion les contraintes de Virasoro. Elles demandent I’ annulation du tenseur énergie-impulsion 
sur la surface de corde et sont une conséquence des équations du mouvement de la métrique de 
la surface [69]. En effet, sur une surface de Riemann, le tenseur d’Einstein-Hilbert vérifie trivia- 
lement Ga = 0 puisque Rap = Rgw/2. Alors, Tap = 0 et cela se traduit en langage opératoriel 


par : 
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Ln>o|phys) = 0 (2.2.71) 


sur tout état physique |phys). En effet, puisque (T) = (phys| X` L-nz”™? |phys) il suffit 
d'imposer cette contrainte en utilisant L, = pie par hermiticité du tenseur énergie-impulsion. 
Les contraintes de Virasoro deviennent donc une condition de physicité des états de l’espace de 
Hilbert. Si l’on retourne à la formule (2.2.70), cela impose entre autres : 





k2 
h=a—+N-1=0 
4 
2 kè n 
RENE (2.2.12) 


Il en résulte une condition d’identification des niveaux d’excitation N = N appelée en 


anglais level-matching et la formule de masse : 


m? = =k’? = ait — 1) (2.2.73) 

Le fondamental N = 0 est clairement tachyonique, c’est une caractéristique de la théorie des 
cordes bosoniques, qui admet des tachyons de cordes fermées et ouvertes. L’ensemble d’états 
suivant V = 1 est non-massif. Ces derniers sont très intéressants car ils admettent parmi eux un 
champ tensoriel de spin 2 : le graviton. Les modes suivants sont tous massifs. Puisque la limite 
naturelle de théorie des cordes est a’ = {2 — 0, les gaps de masse carré Am? = 4/a’ sont quasi- 
infinis, de sorte qu’en oubliant le fondamental tachyonique, les cordes massives découplent et 
ne restent que les cordes non-massives. Ces dernières constituent ainsi la partie du spectre de 


corde physiquement intéressante. 


Correspondance états-opérateur de vertex : définition explicite 


La correspondance entre les états et les opérateurs est obtenue en utilisant (2.2.57). Dans 
Vhypothése où les champs peuvent être définis sans ambiguïté, OX(z) par exemple, holo- 
morphes réguliers en leur point d’insertion z, alors il est possible de relier les opérateurs de 
création a des opérateurs de vertex par développement en série de Taylor. Ceci permet de définir 
explicitement la correspondance état-opérateurs. Ainsi, a position fixée elle est donnée par : 


IE Qz) —> : crea X" 
a" ,|Q,2) — :c(2)9"X(2) 
Cn, 2) — +e(2)0"*e(z): 
b_»|Q,z) — :e(z)0"7b(z): (2.2.74) 


La première identité est obtenue par comparaison entre l’action du courant de translation 
sur l’opérateur de vertex et l’action de a, sur l’état. Seule la partie holomorphe est présentée 


ici. Évidemment, les formules équivalentes existent pour la partie non-holomorphe. 
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De manière générale, ces opérateurs sont des descendants. Seule une minorité d’entre eux 
sont des opérateurs primaires. Ceux-ci correspondent aux éfats de plus haut poids vérifiant par 
définition L,,>0 |) = 0 et contenus dans l’espace de Hilbert H. 

Tout état du spectre — et son opérateur de vertex associé — est obtenue par combinaison de 
l’ensemble des modes créateurs sur le ket d’impulsion k”. Par la correspondance ainsi donnée, 


il suffit ensuite de remplacer chaque mode par son opérateur. 


2.2.4 Spectre physique et contrainte BRST, états et opérateurs de vertex 


La formule de masse précédente permet de décomposer l’ensemble des états de l’espace de 
Hilbert le long d’un spectre de masse. A chaque niveau de masse, formellement identifié par NV, 
il existe un certain nombre d’états physiques, la condition étant que L,,>o |phys) = 0. En toute 
rigueur, puisque la jauge a été fixée en introduisant des champs fantômes, il faut plutôt imposer 
la condition d’invariance BRST Qp |phys) = 0. La charge BRST Q est définie par l’intégrale 


de contour : 


Qs = = (dz ja(z) — dz 7p(Z)) (2.2.75) 


Oni 


dont le contour encercle l’opérateur sur lequel la charge agit. La contrainte BRST est for- 
mellement similaire à la contrainte d’invariance conforme puisque CFT C BRST. Mais de 
nouvelles contraintes liées à la cohomologie BRST Heerme/Heract sont imposées. La contrainte 
BRST constitue la condition de fermeture et construit l’espace de Hilbert des états fermés BRST 
Hierme. Les états exacts BRST sont donnés par Qp |x} avec |v) un état quelconque non physique, 
car pour c = 0 la nilpotence Q% = 0 est vérifiée. La nilpotence implique en outre que Q |v) 
est un état nul. L'espace de Hilbert des états exacts BRST #,,,4 est obtenu ainsi. 

La condition de jauge de Siegel, brièvement introduite et utilisée précédemment dans la 
formule (2.2.67), est obtenue en choisissant l’espace de Hilbert appartenant à la cohomologie 
BRST. Il s’agit en réalité d’un choix arbitraire du vide fantôme ||) équivalent à l’inclusion des 
champs cc(z) dans tout opérateur de vertex à position fixée. Ainsi, le vide |) aurait a priori pu 
être choisi en tant que vide fondamental. L’étude de la cohomologie BRST montre cependant 
que |t) = Qg ||) et que |T) n’apparaît donc pas comme un bon état de départ pour construire 
l’espace de Hilbert de la cohomologie. 


Les deux premiers niveaux sont alors : 


e Le tachyon fondamental |k, 0, |)@|k, 0, |) qui vérifie simplement a'm? = —4. L'opérateur 
de vertex correspondant est obtenue par la correspondance introduite précédemment et 


qui donne a position fixée : 
Vr = čete X" (z) (2.2.76) 
et intégré simplement : 


Vr = f zee (z) (2.2.77) 
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k, 1,1) @ [k,1,{) de masse m? = 0. Les deux secteurs droits et 
gauches sont équivalents. Le détail du secteur gauche est le suivant : 


e Le premier état excité 





Ik,1, 4) = Ġa”: Ent (2.2.78) 


dont la polarisation ¢,, vérifie la relation Ç„k” = 0 mais n’est déterminée qu’à une trans- 
formation de jauge près C, ~ C, + vV2a' Bk, avec B un nombre. Pour l’état complet nous 
devons plutôt introduire la polarisation ¢,,,, mais le nombre de contraintes est alors double. 
En tout cela fait 24 x 24 degrés de liberté. 


L’ opérateur de vertex correspondant à cet état est simplement : 
Ve = COX OX" eX" (z) (2.2.79) 


Par la décomposition Quv = huv) + biur) + Nuv® cet opérateur décrit le graviton, tenseur 
symétrique sans trace, le champ de Kalb-Ramond anti-symétrique, et le dilaton ® scalaire 


et correspondant ici à la trace. 


2.2.5 Amplitudes et OPE 


Cette section et ce chapitre seront terminés en étudiant les amplitudes et leurs relations aux 
OPE définis précédemment. Une fois la correspondance connue entre les états et les opérateurs 
de vertex, on peut exprimer les amplitudes à N-points sur la surface de corde, c’est-à-dire les 
éléments de matrice-S on-shell. Puisqu’une amplitude s’écrit linéairement, il n’est pas possible 
d’exprimer une amplitude générale à plus de 2 points uniquement à partir d’états asymptotiques 
de type |Y, z). Il est donc nécessaire d’exprimer les états sous forme de fonctions d’opérateurs 
agissant sur les états asymptotiques du vide ou plus généralement sur des états physiques. Les 
opérateurs de vertex jouent ce rôle. En outre, il y a correspondance entre les opérateurs qui 
agissent sur l’espace de Hilbert et les champs de la théorie conforme. Cette correspondance est 
établie par la formule et s’exprime pour les amplitudes, ici à l’ordre des arbres, par : 


i Il d'z (W, oo| Tie ZA)V(2, 22) bas |’, 0) 
= Tes (T[Vi,(00)V (21, 21) V (22, 22). Vyr(0)]) (2.2.80) 


avec T l'opérateur d’ordre en temps conforme, c’est-à-dire qui ordonne dans le plan com- 
plexe |z1| > |zo| > .... Les points z — 0 et z — oo dans le plan complexe sont les équivalents 
conformes des infinis temporels asymptotiques — sur la sphère, ils correspondent aux pôles sud 
et nord. Les opérateurs sont des poinçons de la surface aux points d’insertion. On note les 
opérateurs avec un chapeau. A gauche, les opérateurs V sont des fonctions des opérateurs fon- 
damentaux (Qn, Cn, bn,...). A droite, les champs V sont des fonctionnelles des champs fonda- 
mentaux (X“,b,c,...). Attention l’opérateur V/,(oo) est défini de manière particulière car, tech- 
niquement, il faut subdiviser la sphère en deux hémisphères collés a l’équateur avec certaines 
conditions de collage conformes [97] [98]. Donc V” est le transformé conforme de V suivant la 
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transformation correspondante à la fonction de transition à l’ équateur, qui est z > u = 1/2. 


L’amplitude sans insertion s’appelle fonction de partition, à l’ordre des arbres ici et est notée 
Z. L amplitude dépend évidemment de la théorie de surface, c’est-à-dire de l’action de surface 
S ou de l’hamiltonien H suivant la description choisie et de la géométrie — par exemple le 
disque ou la sphère, mais aussi le cylindre ou le tore. En ce sens, la fonction de partition est une 
donnée importante car elle caractérise la théorie quantique, nue. C’est en particulier le cas de 
la fonction de partition cylindrique. Nous y reviendrons dans le cadre des supercordes, dans la 
section 

Du point de vue des opérateurs, la définition de la théorie, c’est-à-dire de l’action de surface, 
modifie les relations de commutations. Du point de vue des champs, elle modifie les formules 
d’'OPE. En général, une amplitude est complètement déterminée par l’expression des OPE. En 
fait en théorie conforme, la connaissance des OPE à 2 points (2.2.38), c’est-a-dire les valeurs 
des fonctions à 3 points, suffit à résoudre entièrement la théorie, donc à calculer toutes les am- 
plitudes. Par exemple, à partir de l’OPE des champs X” en espace plat et dans le plan complexe, 
POPE de N opérateurs : e’*«*" (z;, Z;) : est exactement déterminée : 


N (i) G). kC) N: (i) 
„(i ii a! RM ek LC) vu = 
I] > elhw E Zs) = [I lzi — z;| 2 ; [[e™ Pas): (2.2.81) 


i=1 1<i<j i=1 


Dans ce cas la fonction de corrélation de ce produit donne l’intégrale : 


oy BD KO) i), pO) 


N N-1 N | 
1 [Jea II elal- 1441) [I Lai 2,/° IL" ,3):) C282 
i i=1 


1<i<j i=1 

La valeur du corrélateur régulier est simplement une fonction delta de Dirac a D dimensions 
6) (S; k). La fonction Q(z) est la fonction théta de Heaviside, valant 1 pour tout x > 0 et 
0 sinon. Par la suite, pour obtenir exactement |’ amplitude sur la sphére, il faut d’abord 
fixer la position de trois opérateurs de sorte de fixer la jauge SL(2,C) du groupe des CKV 
sur la sphère, typiquement sont choisies les coordonnées (0, 1,00). Puis, il faut appliquer la 
transformation conforme z — 1/z à l’opérateur le plus à gauche qui reçoit la position oo. Cela 
s’exprime finalement|!>| par : 


of EO kO) i).k(i) 1kÊ@)-k(i) 
a 2 


N 
5) o) fT]es TI ota- ea) [I la-a n-a 


4<i<j i=4 

(2.2.83) 

Les intégrales finales s’expriment en générale à l’aide de fonctions I et constituent des 

amplitudes de Veneziano. La formule présentée ci-dessus est la fonction de corrélation de N 

tachyons de cordes fermées en théorie bosonique. La formule d’OPE sera réutilisée 
dans les calculs de la fonction de partition du système brane-antibrane séparé. 


Nous passerons maintenant à la définition de la théorie de supercordes et des théories super- 


conformes. 





13. On renomme les coordonnées z; de sorte que sont fixées (21, 22, 23) = (0, 1, 00). 
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2.3 Supercordes et théorie superconforme 


En théorie bosonique, le spectre de particules ne contient que des bosons et ne peut donc pas 
correspondre à une physique réaliste qui contient, comme nous le savons bien par expérience, 
des particules fermioniques. En fait, il est possible de construire des spineurs d’espace-cible 
en théorie des cordes. Nous allons nous concentrer sur le formalisme des cordes 
RNS, qui introduit les fermions dans la surface de corde. Mentionnons cependant qu’il existe 
aussi un formalisme dans lequel on introduit les fermions directement dans l’espace-cible : les 
cordes de Green-Schwarz. Nous n’aborderons pas leur sujet ici car nous n’en ferons pas usage, 
mais je renvois aux ouvrages [54]. Dans le formalisme RNS, il faut ajouter des degrés 
internes fermioniques (4, wit ) en nombre a priori arbitraire sur la surface de corde, c’est-à- 
dire avec a = 1...N, etb = 1...Np. Avec les bosons (XF, X$) ils forment sur la surface 
de cordes une théorie supersymétrique N = (Nz, Np). En réalité, on devrait plutôt parler de 
théorie de supergravité à 2 dimensions, car les transformations de supersymétrie sont définies 
localement sur la surface. 

Nous obtenons ainsi la théorie de supercordes qui est une théorie de particules bosoniques 
et fermioniques vérifiant éventuellement une ou plusieurs supersymétries d’espace-cible. On 
distingue 5 théories de supercordes de dimension 10 : types IIA et ITB qui sont des supergravités 
de type II donc W = 2 ; type I, une supergravité de type I donc W = 1 ; et enfin deux théories 
hétérotiques définies sur les groupes SO(32) ou Eg x Es. Ces deux dernières sont obtenues en 
imposant une supersymétrie de surface N = (0,2) et les 3 premières sont construites de sorte 
qu’elles vérifient une supersymétrie de surface NV = (1,1). Nous n’étudierons dans la suite que 
les types ITA et IIB car il s’agit du cadre de mon travail de thèse. Les cordes de type I sont non- 
orientées et couplent naturellement à des cordes ouvertes non orientées, tandis que les types IT 
sont orientées et a priori des théories de cordes fermées exclusivement — mais ça n’est pas tout 


à fait le cas comme nous le verrons. 


2.3.1 Action et symétrie superconforme 


Pour construire les théories de type II en formalisme RNS, il faut introduire l’action suivante 
sur le plan complexe directement, selon les conventions de Polchinski : 


Su = z5 f d?’z (axvax, + SON, + D) (2.3.1) 

Il s’agit d’une théorie conforme, en l’occurrence libre puisqu'il n’y a pas de couplages, de 
charge centrale holomorphe c = 3D/2 et antiholomorphe € = 3D/2. Les bosons sont chacun de 
charge (c,c) = (1, 1) et les fermions holomorphes (ou gauches) y” sont de charge (1/2, 0) tan- 
dis que les fermions antiholomorphes (ou droits) mn de charge (0, 1/2). Pour simplifier, plaçons 
nous maintenant dans minkowski Gv = nv. Nous reviendrons plus tard sur des configurations 


plus générales dans la discussion sur le modèle sigma. 


Champs de matière 


Le tenseur énergie-impulsion total est aisément obtenu : 
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T(z) = ~<AX"0X, = sion (2.3.2) 


Les fermions vérifient les équations du mouvement suivantes : 


du" = 0 
Ov" = 0 (2.3.3) 


De sorte que w est holomorphe et w anti-holomorphe. Une caractéristique essentielle de 
cette théorie est la supersymétrie de surface. Elle s’exprime par les transformations suivantes : 


dy" (Zz) = T n(z)*OX" (2) (2.3.4) 


avec 7(z) un paramètre fermionique donc anti-commutant. Elles se nomment transforma- 
tions superconformes et sont générées par le courant de supersymétrie : 


te) =n(2)Tr(z) et KE) = n(z)*Tr(2) 


2 = Ja 
Tr = inf GW"OX,, et Tre iy SWIX, (2.3.5) 


L'ensemble fermé constitué des transformations conformes et superconformes forment l’algèbre 


superconforme sachant que le commutateur de deux courants superconformes donne un courant 
conforme. 


Les OPE fondamentales des champs sont dérivées à partir de l’action et sont : 








2 — w 
a ox pv 
y” (zjy” (w) ~ = = (2.3.6) 


Desquels l’algèbre superconforme suivante est déduite : 








T(2)T(w) ~ ae Fe = (w) + OT (w) 
BOT eus pts (2.3.7) 
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Nous identifions donc c = 3(d + 1)/2. Une théorie des champs vérifiant cette symétrie 
superconforme est appelée SCFT, c’est-à-dire super-CFT. Ici le nombre de supersymétries de 
surface en fonction des secteurs gauche et droit est N = (1,1). Nous pourrions cependant 
ajouter plus de supersymétries, de sorte que Tp — Th avec a = 1...N. Nous ne calculerons 
pas explicitement les transformations conformes de tous les champs. Mentionnons simplement 
que w est de poids (1/2, 0) et w de poids (0, 1/2) tandis qu’ils participent a la charge centrale 
de c = c= 1/2. Pour les champs X rien ne change par rapport à la section précédente. 


Fantomes et super-fantomes 


Nous ne devons pas oublier qu’il faut ajouter des fantômes une fois que la jauge de la 
symétrie SCFT est fixée par la méthode de Fadeev-Popov. Ici en revanche, nous devrons ajouter 
une nouvelle paire de fantômes ((, y) bosoniques et commutants, aux fantômes déjà introduits 
dans la théorie bosonique. Pour ces champs, nous construisons le tenseur énergie-impulsion et 
le générateur super-conforme : 


gh — = y3 = 3 
T Tre 9 5 BOY 
—i (cos — t4 + 5208 (2.3.8) 


gh 
Tp 


avec Tyc le tenseur énergie-impulsion des fantômes (b, c). Nous n’expliciterons pas ici les 
transformations conformes de tous ces champs, mais nous mentionnerons simplement que (8, y) 
sont holomorphes de poids (3/2, —1/2). Leur contribution totale à la charge centrale est c = 11 
tandis que les fantômes (b, c) contribuent de c = —26. 


Comme nous l’avons fait précédemment, nous pouvons maintenant construire un courant 
BRST. Il est ici donné par la combinaison : 


1 
jp = VIF + I" +5 (ae + Tf") (2.3.9) 


et son équivalent anti-holomorphe. Ultimement c’ est ce qu’il faudra appliquer aux opérateurs 
de vertex une fois la jauge fixée dans l’amplitude pour en faire des opérateurs physiques, c’est- 
a-dire invariants superconformes. 


Supercordes critiques et amplitude de Polyakov 


La limite de théorie critique est atteinte quand |’ amplitude est exactement invariante conforme, 
en particulier au niveau quantique. L’anomalie étant proportionnelle à la charge centrale, il faut 


imposer Co = Q, soit ici : 





==> = 9) (2.3.10) 
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Ceci impose d + 1 = 10 comme nous l’avancions dans la section bosonique. L’amplitude 


de Polyakov en théorie critique à jauge fixée est finalement : 


N N 
[du] v  —Sp[’g]-S 
vt = | ——— | DbDcDBDy | DXDYDy elI San | | Vakt) 
(o) = f ade f | I 
(2.3.11) 


en divisant par le groupe des super-CKV|"4] Il est équivalent de fixer les positions d’au- 
tant d’opérateurs que de SCKV mais la procédure exacte nécessite d’introduire la bosonisation 
et les picture que nous ne verrons pas ici mais que la littérature décrit déjà abondamment — 
voir par exemple [98]. Les opérateurs de vertex ont des formes plutôt complexes s’ils sont 
décomposés sur les champs X et mais nous les introduirons plutôt dans le formalisme du 


super-espace où ils sont plus aisés à définir. 


2.3.2 Modes et états asymptotiques 
Secteurs R et NS et séries de Laurent 


Afin d'introduire les modes comme en théorie bosonique, nous pouvons simplement développer 
les champs holomorphes et anti-holomorphes en série de Laurent. Ce ne sera cependant pas 
aussi direct ici car nous devons distinguer deux types de secteurs. En effet, puisque toute obser- 
vable est bosonique, l’expression est nécessairement paire dans les fermions. Ainsi deux types 


de conditions périodiques sur le plan complexe peuvent être imposées : 


Neveu-Schwarz (NS) : yte z) = y” (z) 
Ramond (R) : PM (ez) = =y! (z) (2.3.12) 


Dans la description du cylindre, le secteur NS est anti-périodique par rotation complète 
autour de la direction compacte et le secteur R périodique. Le long de ces secteurs les séries de 
Laurent sont : 


NS: y= D, y 


rEZ+à 


R: (=) ger (2.3.13) 


rez 


Et de même dans le secteur anti-holomorphe en remplaçant w par ~ et z par Z. Il y a une cou- 
pure dans le secteur R ce qui est important pour les relations d’anti-commutation des opérateurs. 


Sans rentrer dans les détails elles sont données par : 


{ut do} = (ht, WY} = n ns (2.3.14) 


14. La généralisation supersymétrique des vecteurs de Killing conformes (CKV) introduit dans la section|2.2 
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La correspondance entre les modes et les opérateurs est permise par les identités intégrales 


suivantes : 


Pr = aa f dee ut 
p, = = fa zh Wah(z) (2.3.15) 


Dans la limite ot chaque champ peut étre défini correctement en un point donné en extra- 
yant les divergences des séries de Laurent par une généralisation de l’ordre normal, les modes 
correspondent précisément a des opérateurs de vertex réguliers en leur point d’insertion. Par 


exemple pour un champ NS : 


1 
Ÿ_1/2-r E 72 YO) (2.3.16) 


Pour ce qui est des champs R, il n’existe pas de relation aussi simple a cause de la coupure 
dans l’intégrande (r est entier). Il faut en fait définir des opérateurs de spin, que nous n’intro- 
duirons pas ici, mais dont nous mentionnons simplement l’existence. Les décrire nécessiterait 
d'introduire la bosonisation et ce sont des considérations qui sont en dehors du sujet de la 


présente thèse. 


Les champs fantômes superconformes (3, y) étant obtenus par supersymétrie à partir des 
fantômes (b, c) et le générateur de supersymétrie étant un spineur de surface vérifiant lui-même 
les conditions NS ou R, nous avons que le développement en série de Laurent de ces fantômes 


est : 


B(z) = ` Br Poe 


rEZ+v 


MISS me Tr (2.3.17) 


rEZ+v 





avec v = 0 dans secteur NS et v = 1/2 dans R. Ils vérifient le commutateur [+,, 8s] = ôr,—s- 
En terme de tous ces opérateurs, les expressions des opérateurs du tenseur énergie-impulsion et 


du tenseur super-conforme se développent suivant : 


TAZ) = ` Gaz 


rEZ+v 


Tsy DE (2.3.18) 


dont l’algèbre complète est donnée pour c = 0 par : 


Es Lal = (m T. nb 


{Gr Gs} = 2Lr4s 
m+ 2r 


x G,] = 9 


Go (2.3.19) 
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A partir des expressions 2.3.5) et (2.3.8) nous obtenons : 


Lm = LO Le + amo 
ma 1 
Ln = = Sota T + à 5 r= mohau 





nez ey 
1 
L =Ņ (m+n)bm-nen + X jm — 2r) mrt? (2.3.20) 
nez reZ+v 


G. = gma i Gar 


mat __ ; | H 
Gy = AV 


nez 
1 
GI} = — =(2 r—n&n n r-n 2. 
9 D (5er +n Cn + 2bn7 ) (2.3.21) 
nez 
avec a — —1/2 dans le secteur NS et a — 0 dans secteur R. 


Constructions des états physiques 


Les états physiques construits dans la théorie à jauge fixée doivent être tels qu’ils sont inva- 
riants BRST. Ils sont obtenus par application des divers modes que nous venons d’introduire sur 
le vide NS ou R et doivent correspondre bijectivement à des opérateurs de vertex éventuellement 
primaires ou descendants de manière plus générale, par la correspondance état-opérateur que 
nous avons déjà vu dans la théorie bosonique. La contrainte d’invariance BRST s’exprime par 
la formule de fermeture : 


QB |phys) = 0 (2.3.22) 


et puisque Q?, = 0 quand c = 0 nous savons que tout état physique doit appartenir à la 
cohomologie BRST ~ #Hiermé/ #exact Où un état exact est simplement |phys’) = Qp |x). Les 
vides NS et R sont tels que : 


1 
Lo |0) ng = — 5 Ons Lo |0)p = 
we Oeg=0 wigl)p=0 y l= (0), (2.3.23) 


Les modes zéros du secteur R Y} jouent le rôle de matrices 4” en 10 dimensions et forment 
les générateurs d’une algèbre de Clifford {Wf}, Yg} x 7”. Les vides |0) p en sont une représentation 
spinorielle de dimension 32 et notée 32 réductible en deux représentations de Weyl 16 + 16’ 
suivant la valeur propre de l’opérateur de chiralité, respectivement +1 pour l’une et —1 pour 
l’autre. Cet opérateur de chiralité est ici noté (—1)" dans le secteur gauche et (—1) dans le 
secteur droit. L'opérateur F nommé nombre fermionique anti-commute avec tout fermion de 
surface de corde, y compris les fermions fantomes et ceux du secteur NS. 


Le vide NS contient une contribution de fantômes telle qu’il vérifie : 


(-1)* Oys =—l0) ng (2.3.24) 
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La construction des états et des opérateurs est assez similaire au cas bosonique, donc nous 
ne développerons pas la méthode. Il est plus intéressant de comprendre comment apparaissent 
les différentes théories de type II, par exemple, en introduisant la fonction de partition et les 
projections GSO. 


En effet, par les valeurs propres de l’opérateur de chiralité et par la décomposition RNS sur 
chaque secteur droit et gauche, quatre secteurs se distinguent pour les cordes fermées ainsi que 


quatre jeux de valeurs propres de chiralité : 


NS + NS + NS R + R + NS + RtR+t (2.3.25) 


Les secteurs NS-NS et R-R sont bosoniques — un bi-spineur est un boson tenseur — et les 
secteurs NS-R et R-NS spinoriels donc fermioniques. Le spectre développé dans ces secteurs 
peut être réduit en classes supersymétriques et non-supersymétriques, comme nous allons main- 


tenant le voir en introduisant la projection GSO. 


super-espace et opérateurs de vertex 


Mais avant cela, étudions brièvement le super-espace et comment y définir une action de 
surface de corde et des opérateurs de vertex. Le super-espace N = (1, 1) est défini par le couple 
de coordonnées (z, Z,9,0) avec (0,0) des variables de Grassmann anti-commutantes. Nous y 


définissons un superchamp ® par développement de Taylor : 


®(z,Z) = olz, Z) + (2, Z) + plz, Z) + OOF (z, Z) (2.3.26) 


où les champs ©, p, y et F sont superpartenaires par action de supersymétrie. En général, F 
est champ auxiliaire et doit s’annuler sur son équation du mouvement. Ainsi, nous introduisons 
les champs bosoniques et fermioniques superpartenaires dans un seul et méme champ X tel 


que : 


X22) =X (2,2) + TETE + TETE + 00F(z, Z) (2.3.27) 


En introduisant la super-dérivée D = 09 + 00 et la super-intégrale f d?zd?6 qui s’ap- 
pliquent selon les conventions habituelles, l’action correspondante, toujours dans Minkowski, 


peut s’écrire : 


1 22 T 
super = Ina fa zd°0 DX" DX, 





=. / az | AX#AX, + a ea $ a u (2.3.28) 
_ 2na mg aD mor T 

Nous avons décomposé les champs dans la seconde ligne et appliqué la dérivée et I’ intégrale. 

Le champ auxiliaire s’intègre trivialement et disparaît simplement sans conséquence pour re- 


donner l’action originelle. En général, la convention a’ = 2 est choisie, de sorte que le facteur 
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1/2/a! disparaît, ce qui est souvent plus commode à utiliser. Cependant nous utiliserons plutôt 
dans la suite a’ = 1 qui est une convention plus habituelle et commune avec la théorie boso- 


nique. 
Les OPE du champ X sont directement dans le super-plan complexe : 


ai 


X"(z, 0X” (w, 6’) = In |z — w — 06'|? (2.3.29) 


En développant les membres de gauche et droite on retrouve les formules explicites des OPE 
des champs X et 4 données en début de section dans la formule (2.3.6). 


Dans ce formalisme, les expressions des divers opérateurs de vertex intégrés, correspondant 
aux champs du secteur NS, sont aisément obtenues. Dans le secteur R, la construction est plus 
délicate car il faut introduire des champs de spin, ce que nous ne ferons pas ici car nous n’en 


aurons pas spécifiquement besoin, mais nous recommandons le lecteur vers [98]. 


e Le tachyon NS est exprimé par |’ opérateur de vertex intégré dans le super-espace : 
Vr = | d?zd76 er" (2.3.30) 


Il doit vérifier la condition de masse a'm? = —k? = —2 qui apparaît naturellement en de- 
mandant que l’ opérateur complet intégré soit invariant conforme. Le poids de l’opérateur 
exponentiel est (h, h) = (k?, k?) /4 et celui de 8 et 6 respectivement (—1/2, 0) et (0, —1/2). 


e Le premier état excité NS est donné par l’ opérateur de vertex suivant : 


Ve = | d?2d76 Cn, DXADX e7" (2.3.31) 


de masse m? = 0. On l’identifie naturellement au graviton, Kalb-Ramond et dilaton 
comme dans la théorie bosonique, sachant que la polarisation tensorielle ¢,,,, vérifie également 
des conditions d’ orthogonalité avec l’impulsion k“¢,,, = 0 ce qu’on montre en étudiant 


en détail l’ invariance BRST des états eux-mêmes. 


En développant ces opérateurs et en intégrant sur les coordonnées grassmannienne, une 
formule complètement décomposée sur les champs X et 7, mais aussi F en général, est obtenue. 
Leur formule explicite est relativement complexe et longue, d’où l’intérêt du formalisme de 


super-espace. 


2.3.3 Construction des théories de type IIA et IIB : Fonction de partition 
et projection GSO 


Une projection permet de réduire le spectre en deux classes|">|cohérentes IIA et 11B[*] Dans 
chacune de ces classes, la supersymétrie doit permettre de supprimer l’énergie du vide. Elles 





15. Il ne s’agit cependant pas d’un partitionnement. 
16. Par d’autres projections, on trouve aussi ITA’ et IIB’ identiques à IIA et ITB, mais aussi OA et OB qui ne 


sont pas supersymétriques. 
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sont données explicitement par : 


IA : NS + NS R + NS + NS +R — R+R— 
IIB : NS+NS R + NS + NS +R + R + R+ (2.3.32) 























En théorie des cordes fermées, l’énergie du vide est calculée au premier ordre à partir de 
la fonction de partition à une boucle dans le vide par la formule F = kT'In Z, avec T la 
température et k la constante de Boltzmann, et Z = Zs2 + Z72. La fonction de partition est 
normée de telle sorte que Zs2 = 1 et par conséquent F = kT Z72. L'énergie du vide est ainsi 
reliée au premier ordre au diagramme de corde toroïdal. 

Comme nous l’avions vu dans la section|2. 1] il existe plusieurs classes de tores représentées 
par un nombre complexe, le module T = 7; + 772 dont les valeurs sont prises sur la variété du 
groupe SL(2, C). En outre, puisque le tore est une boucle, après dérivation d’un spectre complet 
explorant un espace de Hilbert #/;,, nous pouvons exprimer la fonction de partition comme la 


trace de l’opérateur de translation sur la surface de corde paramétrée par le module. 


Zro Lac T rN (2.3.33) 


Les opérateurs de translation H = Lo + Lo et P = Lo — Lo respectivement hamiltonien et 
spin sont dérivés du tenseur énergie-impulsion sur la sphère, car ce sont des opérateurs locaux 
qui ne dépendent pas de la topologie mais uniquement de la théorie des champs locale. Pour 
calculer le diagramme du tore, il faut cependant se replacer, par transformation conforme, dans 
la description cylindrique de la corde, à la différence de la description faite sur le plan complexe. 


Par conséquent il faut transformer H et P qui ne sont en général pas des opérateurs primaires, 


sauf si (c,c) = 0. Dans le cas contraire, la transformation exacte donne H + H — S et 
P+ P— Z, soit : 
Zr(r) — Tr eniT Pan 
= (gg) V4 Tr gg (2.3.34) 


La contrainte c = € est imposer pour l’absence d’anomalie gravitationnelle. Nous avons 
introduit la notation q = e?" etq = e 2717. 

Maintenant, par application de H et P dans un fond trivial, les secteurs fondamentaux X“ 
(c = 1) mais aussi Y“ (c = 1/2), avec u = 0... d, ainsi que tous les champs fantômes, ne se 
mélangent pas entre eux. C’est une conséquence de la séparation du tenseur énergie-impulsion 
en chacune de ces contributions et de l’absence de mélange par OPE. II faut comprendre que 
chaque secteur y est en fait une représentation irréductible de l’algèbre de Virasoro. En re- 
vanche, ils peuvent se mélanger entre eux par des transformations externes, par exemple groupe 
de Poincaré ou supersymétrie. A l’inverse chaque secteur peut vérifier une symétrie interne 
supplémentaire le long de laquelle la représentation de Virasoro est réductible, nous en avons 
vu un exemple dans l’étude du tachyon par Sen, ce qu’on appelle les algèbres de courant. 

D’après sa forme, nous pouvons factoriser la fonction de partition sur autant de sec- 


teurs existants. Nous comptons d secteurs u et 1 secteur de champs fantômes supersymétriques 
{c, b, B, y}, soit : 
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d d 
Zr(r) = (g os (Trx gg" a) x ( Tr y (-1)Fa'"@"") 


x ( Tr se (—1)" gg) x ( Tr ja gg) (2.3.35) 


Nous avons inclus l’opérateur de nombre fermionique d’espace-cible F, nécessaire pour 
rétablir la périodicité imposée par la géométrie du tore. La contribution des fantômes compense 
exactement deux facteurs bosoniques et fermioniques, de sorte que d — d — 2. Remarquons 
en outre que la charge centrale est proportionnelle à d — 10 et par conséquent ne s’annule qu’à 
condition que l’espace ait 10 dimensions. 

Afin qu’elle soit bien définie, cette fonction doit en outre vérifier l’invariance par trans- 
formation modulaire rT — T + 1 et rT — —1/7 qui conserve le tore. Or toutes les combi- 
naisons ne vérifient pas cette invariance, seulement celles que nous avons cité, dont 
surtout (2.3.32), le font. La projection GSO est introduite pour les théories IIA et IIB telles 
que dans la première les secteurs R droits sont de chiralité —1 et tous les autres +1; dans la 
deuxième tous les secteurs doivent être de chiralité +1. Du point de vue de la trace sur les 
secteurs 4 et 4, nous avons donc : 


IA: Trys Ps (—1)F qeg" = = ( hee ee = Ttg 1+ C que) 
(mas: mal Va) 
2 2 
IB : Tryg Êhsol 1)F gig = (1 m : 1)” r Te 1 + =i n) 
(7 oe e e) 


(2.3.36) 


Ces théories vérifient une supersymétrie d’espace-cible. Cela se voit entre autres par la 
suppression de la fonction de partition dans Minkowski. En effet, elle s’exprime en fonction 
de l’identité abstruse de Jacobi : 


DD 0-0 = Zp=0 (2.3.37) 


Les fonctions Ÿ; sont les fonctions théta de Jacobi [97]. Par conséquent dans ces théories, 
l’énergie du vide, exprimée plus tôt en fonction de Z72 s’annule elle-même, ce qui est une 
propriété essentielle de la supersymétrie. Dans une supergravité d’espace-cible définie sur un 
espace de Minkowski ceci est bien cohérent avec une constante cosmologique nulle. 


Le spectre de masse associé à ces théories, grâce à la projection GSO, vérifie une super- 
symétrie d’espace-cible M = 2 et admet donc deux gravitinos. En outre, à la différence des 
théories bosoniques, il est dépourvu de tachyon. Cela est dû à la supersymétrie qui impose 
d’avoir à chaque niveau d’excitation autant de fermions que de bosons. En effet, il n’existe pas 
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de partenaire supersymétrique au tachyon, car du point de vue de la supersymétrie de la surface 
de corde, il est le fondamental. Ainsi, du point de vue de l’espace-cible, il briserait la super- 


symétrie. 


Nous n'irons pas plus loin dans la description des théories de supercordes de type II, car 
il faut maintenant décrire le passage des cordes fermées aux cordes ouvertes, ce qui nécessite 
d'introduire les conditions aux bords conformes qui définissent des BCFT, les opérateurs de 


vertex du bord et les branes. 


2.4 Surfaces avec bord : cordes ouvertes, branes et théories 


conformes de bord 


Les théories des cordes ouvertes s’étudient sur des surfaces d’univers avec bord. On s'intéresse 
par conséquent à la physique sur un voisinage U avec bord OU # ©. Ce voisinage peut être 


décrit par le demi-plan supérieur U = H,. L'action correspondante est définie par : 


1 


27a! 


Spl X, y] 5 





f d?z (axvax, J x Wn, ze 508, 5 $ dz O[X, y] 
H4 2 2 à 


H4=R 


(2.4.1) 


où sur le bord nous avons inclus des conditions de bord paramétrisées par un opérateur de 
vertex O[X, yY] ce qui définit en général une théorie non libre, c’est-à-dire que ces opérateurs 
tiennent lieu de termes d’interaction — nous verrons cela un peu plus en détail lorsque nous in- 
troduirons le concept de modèle sigma. Cependant, il n’est pas nécessaire d’ajouter un opérateur 
sur le bord pour imposer une condition au bord, de sorte que la théorie peut néanmoins être libre. 
Par exemple, les conditions de Neumann et Dirichlet — qui définissent des théories de cordes 


ouvertes libres — imposent qu’en z = Z: 


N:0X=0X et y= 


D:0X=-0X et p=- (2.4.2) 


avec ¢ = +1 la structure de spin que l’on introduit plus rigoureusement dans les conditions 


de collage du super-espace sur le bord, c’est-à-dire 0 = C6. 


Les opérateurs de vertex correspondant aux états asymptotiques de cordes ouvertes sont 
naturellement définis par des poinçons sur le bord, c’est-à-dire que tel état de corde ouverte 
|W, z) est défini en un point z du bord. Il correspond à l’opérateur de vertex V,,(z) mais selon 
une relation pas forcément triviale — cf. problème des fantômes et des champs fermioniques en 
supercordes. 

De même que dans le cas des cordes fermées, l’ajout de déformations à l’action peut être 
interprétées comme autant d’excitations sourcées dans la surface de cordes — et sur le bord — par 
un fond externe, de l’espace-cible. Le fait que le couplage de l’espace-cible à la corde se fasse le 


long du bord suggère qu’il existe des sources externes macroscopiques connectées directement 
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au bord, c’est-à-dire formant l’espace-cible du bord de surface. C’est ce qu’on verra par le suite 


sous le nom de brane. 


2.4.1 Conditions de bord générales et branes 


De manière générale [93], les conditions de bord s’appliquent sur les différents cou- 
rants de symétries de sorte que la symétrie est conservée ou non. Par exemple, les conditions 
de Neumann conservent la symétrie de translation, tandis que les conditions de Dirichlet la 
brisent. On interpréte que les conditions de Neumann laissent libres les extrémités des cordes 
ouvertes tandis que les conditions de Dirichlet les fixent sur des hyperplans, constituant des 
défauts topologiques plongés dans l’espace-cible. Bien que ces hyperplans semblent à première 
vue complètement gelés, en vérité on peut montrer qu’ils sont des objets dynamiques, car on 
peut imposer des conditions aux bords plus générales avec des degrés de liberté dynamiques. 
Ces hyperplans sont nommés D-branes en générall"”| 


La symétrie conforme doit être conservée par les conditions aux bords. C’est une contrainte 
forte mais qui est naturelle afin que la théorie soit invariante conforme y compris le long du 
bord, c’est-à-dire corresponde à une situation physique. De fait, il faudra toujours avoir sur le 


bord, l’identité du tenseur énergie-impulsion suivante : 


T(z) = T(z) (2.4.3) 


La formule de collage pour Tp est semblable. La formule générale pour les conditions au 
bord des courants que l’on notera J° est : 


J (2) = A(F(z)) = 0 (2.4.4) 


avec Q un automorphisme [101}|102] de l’algèbre de courant. Cet automorphisme doit être 
tel que le tenseur énergie-impulsion vérifie toujours (2.4.3), en utilisant la construction de Su- 


gawara du tenseur en fonction des courants : 


HO Per Or a: (2.4.5) 
at 


sachant que chaque courant J‘ est éventuellement décomposé le long d’une algèbre dont 
les générateurs sont indexés par le nombre J. L’exemple le plus fameux est sûrement su(2): 
au rayon auto-dual dans une théorie compactifiée sur un tore. Le tenseur énergie-impulsion 
étant un cas particulier de courant, la comparaison de la formule avec la formule 
montre que dans son cas l’automorphisme est trivialement Q = id l’identité. 

Les conditions Neumann et Dirichlet le long des champs scalaires X correspondent à des 
contraintes sur le courant des translations J“ = OX". De telle sorte que sont identifiés res- 
pectivement Qy = id et Qp = —id. En terme des modes d’oscillations cela se traduit par 
l'identification : 





17. Il existe d’autres types d’hyperplan, par exemple les orientifolds, 
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N : Qn = Cy, 


D : An = — An (2.4.6) 


Ainsi que sur les fermions de surface en supercorde d’après (2.4.2) : 


N: WSQ, 
D: p=- (2.4.7) 


En tenant compte de ces conditions au bord, nous pouvons ensuite définir les états de la 
même manière qu’en corde fermée en appliquant les modes sur l’état du vide, ou d’impulsion 
k”. En supercordes, l’état de vide est toujours NS ou R sachant que ces conditions s’appliquent 
maintenant comme des conditions de bord relatives, c’est-à-dire entre un bord et l’autre sachant 
qu’une corde ouverte est décrite dans l’espace-cible plutôt sous la forme d’une nappe. A la 
différence des cordes fermées et du fait des conditions de collages, nous n’avons plus qu’un 
seul vide. Nous verrons en détail un peu plus tard le cas des supercordes ouvertes. 

Notons tout de suite que les conditions de collage sur les modes diffèrent significativement 
lorsque l’on se place sur le disque plutôt que sur le demi-plan complexe. Dans l’expression sur 
le disque, nous avons sur le cercle unité les conditions de collage suivantes des modes de cordes 


ouvertes 


N: Qn=—Gn , Yr= ilr 
D: n= Ăn , Yr=—id., (2.4.8) 


Notons la différence de signe — et l’ajout d’un facteur 7 — du fait de la transformation 
conforme du plan vers le disque qui laisse apparaître un facteur (—1)° avec S le spin 
de OX ou de w ici, respectivement 1 et 1/2. En se plaçant sur le disque unité l’expression de 
la théorie — sans insertion sur le bord — est meilleure pour décrire l’amplitude — à l’ordre des 
arbres — correspondante en terme de cordes fermées. En effet, l’origine du disque correspond en 
général at — —oo avec t le ’temps” sur la surface de corde, donc au temps asymptotique pour 
une corde fermée. De sorte que le bord St constitue ainsi une configuration de corde fermée à 
temps fini, mais qui n’est du coup pas un état asymptotique. La notion d’éfat de bord doit être in- 
troduite. Nous l’aborderons dans cette section ; mentionnons simplement que les conditions de 
bord se présentent sous la forme de contraintes de construction de cet état de bord [61] [40] [42]. 


2.4.2 Quantification des cordes ouvertes, opérateurs de vertex et états de 
bord 


La quantification des cordes ouvertes se fait de manière quasiment identique au cas des 
cordes fermées puisque le développement en mode d’oscillation et les relations aux opérateurs 
sont des constructions locales. Simplement, les conditions aux bords imposent les contraintes 


supplémentaires que nous avons vu entre les modes droits et les modes gauches. Typiquement, 
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le nombre de degrés de liberté est divisé par deux — en l’occurence on verra que le nombre de 
supersymétrie d’espace-cible n’est qu’au mieux à moitié conservé. En outre, les fonctions de 
corrélations seront légèrement modifiées en fonction des conditions de bord. 

De cette manière lorsque l’on impose les conditions de Neumann et (2.4.7), les 
modes droits sont exactement égaux aux modes gauches le long des directions concernées par 
ces conditions a” = a. De sorte que le spectre de masse des cordes ouvertes Neumann est 
simplement m? = —k? = N — a avec a = 1 en bosonique, a = 1/2 pour NS et a = 0 pour 
R. La dépendance dans l’impulsion est différente du cas de corde fermée. Pour obtenir cette 
formule, il faut étudier les OPE de bord et les appliquer au produit T'(z)e**“*" (0) sur le bord 
afin d’obtenir le poids conforme de l’opérateur d’impulsion. Par la correspondance on obtient 
ainsi la valeur propre de Lo |k”, Q). 

Si on impose des conditions de Dirichlet, la relation est différente a“ = —a mais le spectre 
de masse est invariant, à part que le nombre de degrés de liberté d’impulsion change. En effet, 
rappelons que nous avions p” x ah + af de sorte que le long d’une coordonnée Dirichlet, 
p” = 0 donc le générateur de translation spatiale est brisé et la coordonnée fixée sur le bord. 
Pour les cordes ouvertes on ne définit donc d’impulsion que le long des coordonnées Neumann. 


Correspondance état-opérateur sur le bord 


De manière absolument identique que dans la partie précédente, nous pouvons aussi définir 
des opérateurs de vertex correspondant aux états construits par application des modes créateurs 
sur le vide. En théorie bosonique, la relation entre a, et V,(X) est simplement donnée par (2.2.57). 
En théorie supersymétrique, nous aurons (2.3.15). Les opérateurs de vertex que nous obtenons 
par ce biais sont naturellement définis sur le — ou les — bord(s) de la surface. Par exemple, 


sur la géométrie du disque, ils sont construits sur le cercle St et sur la géométrie conforme 














du demi-plan complexe, sur l’axe réel IR. En effet, une insertion dans l’intérieur de la surface 
peut toujours étre contenue dans un voisinage ne contenant aucun bord, donc est défini par une 
théorie de corde fermée exclusivement. Du coup, seul un objet du bord peut relever de la phy- 
sique du bord, soit des cordes ouvertes. Cela amène naturellement à définir l’opérateur de vertex 
comme intégré le long du bord de la surface exclusivement : 


VoLX", Y", etc] = $ VIX", y", etc] (2.4.9) 
©)» 


En définissant une théorie des cordes fermées, c’est-à-dire une physique de l’intérieur, com- 
patible avec les conditions au bord imposées, nous pouvons définir l’opérateur de bord comme 


la projection de l’opérateur de bulk sur le bord. 


OPE sur surface avec bord et ordre normal de bord 


Cependant, il y a une petite subtilité, car lorsqu’un opérateur par exemple sur le demi-plan 
complexe supérieur, au point z s’approche du bord, son point d’insertion z s’approche de son 
image conjuguée complexe Z. Or les fonctions de Green des champs fondamentaux sont elles- 
mêmes modifiées pour satisfaire aux conditions de bord. On a plus précisément les OPE sur H, 
avec des conditions de Neumann (Dirichlet)]"¥}: 





18. En utilisant a’ = 1. 
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X4(2,2)X" (w, 0) = na In|z — w|? + E In|z — a 
wn(2)0"(w) = 462 
PAU") = — 
p(z) 0) = = - = (2.4.10) 


avec (+) pour Neumann et (—) pour Dirichlet. On voit donc |’ ajout d’un terme supplémentaire 
dans l’OPE des scalaires. Nous pouvons exprimer les fonctions de Green aussi sur le disque par 
transformation conforme. On trouve : 








Verena Sa" nears E In |1 — 20) 
woga) = ¢ 
pp (u) = VE 
Pea = IT (2.4.11) 


avec sur le disque unité z = pe pour p € [0,1] et d € [0,27{. Nous voyons donc par 
ces fonctions de Green, qu’un opérateur de vertex peut interagir avec lui-même, comme si le 
demi-plan complexe était doublé et qu’une image de |’ opérateur de vertex existait en z’ = Z. 
C’est ce qui est appelé communément l’astuce de doublement — en anglais doubling-trick — 
car tous les opérateurs anti-holomorphes peuvent étre définis comme étant les continuations 
analytiques, dans le demi-plan complexe inférieur, des opérateurs holomorphes de H. De sorte 
qu’en général on aura l’OPE du bulk vers le bord : 





ies (2.4.12) 


où l’ordre normal du bord est défini par les symboles étoilés 4-4 de telle sorte que l’opérateur 
qui y est contenu est régulier en tout point du bord. Nous avons rajouté des points de suspen- 
sion pour signifier que techniquement un développement de Taylor en opérateurs descendants 
pourrait être fait le long du bord, en fonction de 2iy = z — Z. 


OPE sur le bord 


Nous pouvons définir les champs fondamentaux sur le bord directement et calculer leurs 
OPE en fonction des variables de bord. Simplement nous aurons pour z — Z sur demi-plan 
H,: 


X"(z,Z) — X"(z) = 2X} (z) (Neumann) ou x} (Dirichlet) 


ne) plz) = V2v(z) (2.4.13) 
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avec (+) pour Neumann et (—) pour Dirichlet. Nous avons utilisé la condition de collage 


sur la variable de Grassmann en super-espace : 


CE RS RS aa (te) + ct) (2.4.14) 
ety = +) puis nous avons choisi d’inclure le facteur 1/2 à l’intérieur de la définition 


du champ fermionique, de sorte que sur le bord : 


X(z) = X(z) + ibt (2) (2.4.15) 


qui est une convention commune dans la littérature. Nous avons divisé le champ scalaire en 
deux contributions, holomorphe et anti-holomorphe, respectivement Xz et Xp. Etant donné que 
la condition de collage ne concerne que les modes d’ oscillations, seul le mode zéro x} subsiste 
avec des conditions de Dirichlet. Mais en présence de conditions Neumann Xz = Xp. Alors 
nous avons les OPE sur le bord : 


XH(2)X*(w) = —27'" ln |z — w| +... 
U(z)U(w) = — (2.4.16) 


2 — W 





Nous utiliserons beaucoup ces formules dans la suite. Elles peuvent directement exprimées 


en super-espace sous la forme : 


XF (2)X°"(w) = —2n*” In |z — w — 6,6,,| (2.4.17) 


Ainsi toute OPE sur le bord entre opérateurs descendants dépendant des champs fondamen- 


taux s’exprime par la formule : 


C k 
An; (21) Anz (22) = > An, (22) (2.4.18) 


k |z1 — 22| 





Ici h est la somme des poids holomorphe et anti-holomorphe. 


Etats de bord 


En discutant des conditions de bord, nous avons à maintes reprises introduit le concept 
d’état de bord. Nous disions entre autre qu’en se plaçant dans une description adéquate pour 
décrire telle amplitude dont la géométrie est celle d’un bord sans insertion, le formalisme des 
cordes fermées pouvait être utilisé afin d’effectuer le calcul. Nous avions choisi le disque unité 
dont le bord est le cercle S+. Le bord ressemble à une insertion sur la sphère mais particulière 
puisqu'elle peut être atteinte en un temps fini, à la différence des inclusions habituelles d’état 
asymptotique — qu’il faut un temps infini pour atteindre, par définition. Or, du point de vue 


d’une évolution d’un état de corde fermée initialement piqué à l’origine, le bord constitue aussi 
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une configuration de corde fermée, c’est-à-dire un état. En outre, par transformation conforme, 
l’origine peutêtre envoyée à l’infini temporel futur tout en conservant le cercle unité. Ainsi, 
la configuration au bord peut-elle assimilée également à une condition initiale pour une corde 
fermée. Les configurations de cordes fermées devant être cohérentes avec les conditions aux 
bord imposées, nous construisons donc un état de bord |B} tel qu’il vérifie : 


(In z Ton) |B) =0 
cr _ (-1)Q o 7) |B) =0 (2.4.19) 


avec J® le courant holomorphe qui se décompose suivant une série de Laurent J“(z) = 
D, Jaz" et s = h — h le spin — dans cet exemple, h = 0 donc s = h. En toute généralité 
nous avons laissé l’action d’un automorphisme Q sur le courant anti-holomorphe. La plupart du 
temps il est quasi-trivial, c’est-à-dire Q = +7d mais nous pouvons trouver des exemples plus 
larges, tels que les branes conformes [40]. 


Sachant qu’un état de bord peut être interprété comme une configuration initiale ou finale de 
corde fermée, toute amplitude sur le disque — sans insertion au bord — doit pouvoir s’exprimer 
comme : 


Apl...] = (0|... |B) = (.-)pp2 (2.4.20) 


avec un nombre arbitraire d’insertion dans l’intérieur. Nous voyons que l’amplitude doit 
refléter la dualité corde ouverte/corde fermée du diagramme, de telle sorte qu’en terme de corde 
fermée |B) est une source et en terme des cordes ouvertes B est une condition aux bords, 
éventuellement représentée par une déformation de bord dans l’action de type fa Op. 


Des diagrammes a plus d’un bord sont ima- 
ginables. Par exemple avec deux bords, le dia- 
gramme cylindrique d’échanges de cordes fermées 
entre deux branes représenté sur la figure 
est dual à la fonction de partition à l’ordre d’une 
boucle Zag des cordes ouvertes avec les deux 
conditions aux bords a et 5. En introduisant les 
états de bords |a) et |8} nous aurions l’ampli- 
tude fonction du module 7 : 











c 





ZaplT) = (ale + 





B) (2.4.21) 


La relation de cette amplitude à la fonction de FIGURE 2.2 — Diagramme cylindrique 
partition des cordes ouvertes permet d'introduire échange de corde fermée entre deux branes ou 
les formules de Verlinde et les conditions fonction de partition à une boucle des cordes 
de Cardy pour construire des théories ouvertes. 
conformes de bord. 
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Nous proposions d’identifier l’état de bord à une brane, mais nous pouvons tout aussi bien 
identifier l’état de bord à plusieurs branes, c’est-à-dire une superposition d’états de bord, pas 
forcément coïncidantes. C’est ce que nous faisons explicitement lorsque nous construisons les 
branes BPS en théorie des supercordes. L'interprétation en terme de cordes ouvertes est cepen- 
dant plus délicat à cause de l’apparition de secteurs de cordes ouvertes tendues entre différentes 
branes. En outre, à l’ordre des arbres il est difficile de vraiment faire sens de la superposition 
linéaire des états de bords, à cause justement des secteurs interbranaires qui ne trouvent pas 
d’équivalent direct en terme d’état de bord trivial, tout cela est relié au caractère non-abélien 
de la théorie effective sous-jacente|”| Nous développerons ce point plus bas, en introduisant 
les facteurs de Chan-Paton. Mais tout de suite, explicitons brièvement l’expression de l’état de 
bord d’une seule brane. 


Etat de bord d’une brane bosonique 


En théorie bosonique, l’état de bord correspondant à des conditions Dirichlet le long des 
directions à = p+ 1,...26 et Neumann le long de a = 0... p est celui représentant le spectre 


de cordes fermées sourcées par une Dp-brane. Il vérifie les contraintes : 





(as + atn) |Dp) =0 
(ai, — à&n) |Dp) = 0 
x’ |Dp) = a’ |Dp) (2.4.22) 


avec a’ la position de la brane. L’ état de bord vérifiant ces conditions est, à une normalisation 


près : 


ee 


Dp, k) (2.4.23) 





26 
|Dp, a) x | I] deere 
i=p+1 


—_ 


Le ket | Dp, k) est un état cohérent dont l’ expression est donnée par : 


|Dp,k) = exp |S~> | -X o,a n + Sat, a, || 10,k) (2.4.24) 


n>0 a>1 
dans la jauge du cône de lumière, c’est-à-dire pour X? et X! jaugés, qui permet de s’ abs- 
traire des questions de fantômes. L’ état fondamental est ici simplement un vecteur propre d’im- 


pulsion k’. Nous verrons un peu plus loin la construction d’une brane en supercordes. 


2.4.3 Branes et facteurs de Chan-Paton 


Lorsque plusieurs branes sont insérées dans I’ espace-cible et que l’on veut décrire la théorie 
des cordes ouvertes, il faut s’inquiéter de classer les différents secteurs de ces cordes en fonc- 
tion des points d’attache de leurs extrémités. En effet, il existe une différence très nette entre 





19. Nous comprenons qu’à cause des secteurs interbranaires le système ne peut pas être réduit à un ensemble de 


branes isolées et indépendantes, à moins que l’on se place dans une limite où ce secteur est trop massif et découple. 


78 Deuxième partie. Section 2.4 





x 


les cordes tendues d’une brane à une autre et celles attachées à une seule et même brane, 
puisque topologiquement les unes ne sont pas continuellement déformables en les autres — voir 
figure (2.3), 

Du point de vue de la théorie des 
champs sous-jacente et déduite du spectre de 


B1 B2 

cordes ouvertes, le fait que plusieurs secteurs 
existent implique la différentiation dans l’ac- 
(12) tion correspondante des champs associés à 
ey salle sisal ? aa) chaque secteur. Prenons deux branes coïnci- 
dentes. En calculant le spectre on trouve 

A ae aos l 
i aisément que les champs sont tous iden- 

(21) 


tiques pour tous les secteurs. Sur chacun par 
exemple en théorie bosonique, nous avons un 
tachyon puis un boson vecteur de jauge non 
FIGURE 2.3 — Différents secteurs de cordes ou- Massif. Du point de vue de l’action effective il 


vertes dans le système composé de deux branes. doit apparaître une forme de symétrie puisque 


ces secteurs sont finalement indiscernables. 


Branes coïncidentes, groupe et facteurs de CP 


En fonction du nombre de branes coïncidentes, le nombre de secteurs augmente et le degré 
de symétrie également. On montre que le groupe le long duquel les secteurs forment une 
représentation est U (N) avec N le nombre de branes coïncidentes. Les facteurs de Chan-Paton 
(CP) sont les représentants matriciels de ce groupe et peuvent être reliés à des charges 
attachées aux extrémités — des quarks [83]. Par exemple, en présence de deux branes, le groupe 


1:23 plus l'identité J = o°. Les champs 


est U(2) et les facteurs de CP sont les matrices de Pauli o 
d’espace-cible sont ainsi développés le long du groupe U (N) et puisque nous disions que les 
champs correspondent à des couplages des termes de bord, alors ces derniers se décomposent 


également le long de ce groupe : 


N(N-1) 


= $ Ag $ On(2) (2.4.25) 
ñ R 


avec A” € U(N) un facteur de CP. Cela permet de généraliser les conditions de bord et de 
développer le formalisme du modèle sigma non linéaire à des champs non-abéliens. Dans cette 
description, il est plus délicat de parler de formules de collages des courants mais aussi d’ états 
de bords : il faudrait les généraliser au cas non-abélien[°] 


Séparation non nulle entre branes et brisure spontanée de symétrie 


Lorsque les branes sont séparées, cette symétrie est spontanément brisée ; par exemple en 
séparant une seule brane du système la symétrie U (N) est brisée en U(1) x U(N — 1). Ce 
processus ressemble beaucoup au mécanisme de Higgs et pour être plus précis il s’agit exacte- 


ment du même mécanisme, quoiqu’ici l’ interprétation est géométrique, car le secteur de cordes 





20. Cela existe probablement dans la littérature mais je n’en ai pas pris connaissance. 
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ouvertes interbranaire acquiert un terme de masse supplémentaire proportionnel à la distance 
de séparation. 

Pour modéliser cette séparation sur le bord il faut inclure une ligne de Wilson sur la coor- 
donnée conjuguée à la direction de séparation. Si X est cette direction — la variable conjuguée 
à l’impulsion — alors X est la coordonnée duale — la variable conjuguée à l’extension et la po- 
sition spatiale de la corde. En théorie des cordes ouvertes, lorsque X vérifie une condition de 
Dirichlet, X vérifie une condition de Neumann. Les deux sont reliées par T-dualité le long de 


coordonnées compactes. 


Soient deux branes bosoniques. Les facteurs de CP o? et o? correspondent aux cordes ou- 
vertes dont les extrémités sont attachées à une seule et même brane. On peut montrer que la 


déformation : 


g f -ðX (2.4.26) 


modifie le spectre des cordes ouvertes des secteurs a! et o? en m? = r?+N —1 et correspond 
exactement à séparer les branes d’une distance r. Les cordes ouvertes des secteurs o° et o? 
conservent quant à elles la formule m? = N — 1. On voit explicitement dans ces formules que 
le spectre de masse brise effectivement la symétrie, que l’on récupère dans la limite r — 0. La 


déformation supersymétrique correspondante devrait être simplement : 


g f -DX (2.4.27) 


Pour un spectre de masse modifié en m? = r? + N — 1/2 dans le secteur NS et m? = r?+N 
dans le secteur R. En fait, ça n’est pas tout à fait correct car techniquement il faudrait introduire 
des degrés de liberté supersymétriques sur le bord — des fermions de bord — pour remplacer les 
facteurs de CP. On ne les introduira que bien spécifiquement dans le chapitre des supercordes. 


2.4.4 Cordes ouvertes en théories ITA et IIB 


Les théories ITA et IIB concernent a priori des cordes fermées, mais n’excluent pas toutefois 
la présence de cordes ouvertes et des interactions avec celles-ci. La théorie des champs super- 
symétrique décrite par ce spectre est une supergravité de type HA ou IIB et nous savons qu’il 
y existe des solutions solitoniques brisant une fraction de la supersymétrie, des états BPS, || 
nommées p-branes. Or nous en déduisons qu’il doit exister dans le spectre des champs de jauge 
— des formes différentielles — de diverses dimensions et qui se couplent naturellement à ces ob- 
jets multidimensionnels. Or d’après l’étude du spectre de cordes fermées, c’est bien ce que l’on 
trouve. 

En outre, comme nous l’avons vu, les diagrammes d’ interaction entre des p-branes, via 
un échange de cordes fermées, sont des cylindres. Or nous pouvons décrire ceux-ci en terme 
d’échange de cordes fermées se propageant d’une brane à l’autre, mais nous pourrions aussi 


les décrire en terme d’une boucle de cordes ouvertes — en admettant leur existence et qu’elles 





21. Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfeld. 
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s’avèrent cohérentes — dont les extrémités seraient attachées à chaque p-branes. A priori rien 
n’empêche cette identification si elle fonctionne ; donc à une transformation modulaire près, 
l'expression du diagramme dans ces deux descriptions doit être identique. Du coup, une théorie 
de cordes ouvertes cohérente avec les théories de cordes fermées de type ITA ou IIB, devrait 
pouvoir être exprimée, telle que les cordes ouvertes ont les extrémités sont attachées exclusive- 
ment à des p-branes. Par similarité au modèle bosonique, ces branes sont nommées Dyp-branes, 
du fait des conditions typiquement Dirichlet des cordes ouvertes. Au passage, si le spectre de 
cordes ouvertes duales est supersymétrique, alors en espace plat, Zanneau la fonction de partition 
à l’ordre d’une boucle dans les cordes ouvertes, doit s’annuler similairement au cas des cordes 


fermées dans le vide. 


Les conditions de cohérence entre la description de cordes ouvertes et celle de cordes 
fermées, ainsi que leur interaction mutuelle, montrent que les D-branes brisent explicitement 


la supersymétrie et exactement une moitié. 


Spectre de cordes ouvertes et état BPS 


Pour les cordes ouvertes, il existe aussi des secteurs NS et R et il faut aussi introduire une 
projection GSO. II est nécessaire d’avoir sur le bord T = T afin que les difféomorphismes 
y soient bien définis : il n’y a qu’une seule variable sur chaque bord. Ainsi, par cohérence, 
les générateurs de supersymétrie sur la surface doivent vérifier une identité semblable mais plus 
générale G = xG ) avec Q un automorphisme. On en déduit que les cordes ouvertes ne vérifient 
qu’une seule supersymétrie de surface, soit N = 1. Le spectre résultant ne peut quant à lui que 
suivre cette contrainte, puisqu’il n’y a plus qu’un seul secteur indépendant qui est soit NS soit 
R — dans le secteur R, nous avons un vide fondamental spinoriel simplement 16 soit les degrés 
de liberté d’un seul spineur en dimension 10. Le générateur de supersymétrie d’espace-cible est 
donc unique le long des cordes ouvertes et VV = 1. 

Or les cordes ouvertes se couplant à des cordes fermées, le spectre résultant de ces dernières 
ne peut que vérifier également une supersymétrie M = 1. Nous obtenons donc que les D- 
branes brisent spontanément la supersymétrie M = 2 en NV = 1 et que ces objets sont par 
conséquent des états 1/2-BPS. Autrement dit, dans le bulk la théorie est a priori maximalement 


supersymétrique mais le spectre des cordes émises et reçues par la brane doit en briser la moitié. 


Branes chargées et anti-branes 


Nous devons maintenant introduire les anti-branes que nous présenterons de trois manières 
différentes mais complémentaires. Tout d’abord notons que les D-branes sont des objets chargés, 
du fait entre autre qu’elles sont couplées aux champs différentiels de jauge R-R des théories ITA 
et IIB. Ce couplage est effectivement décrit par un terme de type Chern-Simons[?] Pour une 
Dp-brane de charge Q, nous aurons : 


Scs =Qp 1 C(p+1) (2.4.28) 
p+1 





22. Techniquement, il comprend aussi des termes de couplages aux champs F et B, mais nous les négligerons 


pour |’ instant. 
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avec C{p+1) la n-forme différentielle correspondante au champ de jauge autorisée en type 
IIA (p pair) et en type IIB (p impair). Cela est tel que l’intégrale de flux de ce champ autour de 
la brane, c’est-à-dire le long d’une sphère SP? est : 


Qp X f xdCp+1 (2.4.29) 
Sd—-p—2 


Nous avons utilisé le dual de Hodge x comme habituellement. En outre, la charge n’est 
pas ici une donnée continue, mais elle est quantifiée. La raison est simple : le couplage de la 
brane aux champs de jauge suggère que les équations de mouvement de ces derniers soient de 
type Maxwell et Bianchi. Or la dualité de Poincaré des formes différentielles implique qu’un 
champ donné peut agir comme champ électrique pour une brane ou comme champ magnétique 
pour une autre — duale à la première du coup. L’étude du monopole de Dirac permet ensuite 
de déduire que, les branes étant chargées électriquement et magnétiquement, il faut quantifier 
les charges. Sachant que rien n’impose la positivité absolue des charges, il doit donc exister au- 
tant d’ objets de charges négatives que d’ objets de charges positives. Dans |’ absolu, il peut aussi 
exister des objets fondamentaux non-chargés et on verra que ceux-ci sont non BPS, c’est-a-dire 
qu’ils brisent totalement la supersymétrie d’espace-cible — ils seront importants pour nous car 


ils peuvent admettre des tachyons dans leur spectre. 


Par conséquent, nous avons des branes (Q > 0), des anti-branes (Q < 0) et des branes non 
BPS (Q = 0). 


Supersymétrie et anti-brane 


Une manière complémentaire de les introduire est d’ étudier la brisure de supersymétrie in- 
duite par les conditions aux bords des cordes ouvertes. L’ étude de l’ effet de la T-dualité sur les 
fermions montre que la chiralité du secteur droit est inversée, de sorte que nous avons effective- 
ment que IIB + IIA par T-dualité. Il en résulte introduction d’un opérateur de transformation 
de parité 3+ dans l’espace-cible agissant sur les spineurs [6]. Le symbole L signifie que 
la parité n’agit que sur les coordonnées transverses à la brane. S’il s’agit d’une Dp-brane les 
conventions d’indices a = 0...p eti = p+1...10 € L sont choisies. Cet opérateur est 


explicitement : 


oe = I] ae avec B"=IT" (2.4.30) 
mel 


Nous avons utilisé les matrices I“ généralisées à toute dimension. La matrice T° est la 


généralisation de y;. La supersymétrie non brisée correspond aux générateurs : 


(Qp)a = Qa + (810) (2.4.31) 


La condition aux bords peut en réalité étre plus générale, car on pourrait aussi bien appliquer 
une transformation d’espace-cible Q sur les spineurs donc sur Qp, Q et Q de telle sorte que cela 


peut se réécrire en terme d’une transformation de By : 
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(Qr)a = Qa + (OARA), (2.4.32) 


La transformation la plus simple est une rotation — la plus générale correspond a une trans- 


formation de Poincaré — dans l’espace transverse à la brane. Alors 6] : 


(Qoa = Qa + (0 18t0Q) (2.4.33) 


Or la formule reliant la supersymétrie à la charge R-R, est : 


(Qu 95} =-2 Oin (pire), (2.4.34) 
P 


Et par conséquent, nous aurons via la transformation 22 : 


À R My...M, 1L)po 
T = -2 X Qin ..m€ — (Q(8 WP Veg (2.4.35) 
P 
En l’occurrence pour ce qui nous intéresse, si Q = —1, autrement dit si p est une rotation 
de 7 dans une direction transverse donnée, nous avons immédiatement que 0(Q”) = —Q®. 


Le cas de rotation quelconque est moins trivial mais est intéressant car en présence d’une autre 
brane fixée, l’angle d’intersection est un paramètre tel que pour des valeurs génériques la super- 
symétrie est totalement brisée [98] [29] [65], sauf dans certaines configurations qui peuvent 
être 1/4, 1/8, 3/16 ou 1/16 BPS. 


Nous en concluons qu’une anti-brane est une brane tournée de 180° dans l’espace transverse. 
Remarquons maintenant que les supersymétries conservées par l’anti-brane sont complètement 
orthogonales à celles conservées par la brane correspondante, puisqu'il s’agit précisément des 


supersymétries brisées dans son cas. 


Etats de bord et anti-brane 


Enfin, brane et antibrane peuvent être introduites en utilisant le formalisme des états de 
bords 42]. Un état de bord est défini de telle sorte qu’il vérifie les conditions de bord 
subies par les différentes algèbres sur la surface de corde. Soit | Bp, a”, Ç) l’état de la brane loca- 
lisée en a” avec ¢ = +1 la structure de spin — condition de collage entre modes droit et gauche 
des spineurs sur le bord. En suivant la construction de Garberdiel avec ses conventions, cet 
état doit vérifier dans la jauge du cône de lumière (u = 0, 1) qui sont des coordonnées définies 
Dirichlet et sont donc transverses, sur le bord du disque : 
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p |Bp,a",n) = 0 b=2...p +2 
(a +a°.,) |Bp,a",n) =0 b=2...p+2 
(as — at) |Bp, a”, n} = 0 u=p+3...9 
(x — a”) |Bp, a”, n) = 0 p=0,1,p+3...9 
(Y + inv?) |Bp,a",n) = 0 b=2...p+2 
(wt — ind") |Bp,a",n) = 0 u=p+3...9 (2.4.36) 


et quelque soit le secteur (NS ou R). Notons que cet état ne peut que décrire un D-instanton, 
à cause des conditions Dirichlet le long des coordonnées du cône de lumière. Cependant, Gaber- 
diel explique qu’il est possible de revenir à une définition de brane standard par double rotation 
de Wick : une sur X° et une autre sur une coordonnée spatiale longitudinale à la brane. Cette 
manière de faire permet de s’abstraire des problèmes de normes négatives de long de la direction 
temporelle. 

L'état de bord précédent s’exprime par transformée de Fourier à une normalisation près en 


fonction de l’état cohérent |Bp, k,n) : 


|Bp, a",n) x f JL de" |Bp, k", n) (2.4.37) 


u=0,1,p+3,..9 


Cet état cohérent est maintenant donné par : 


p+2 
mm (pet À ve 


n>0 a 


p+2 
DD dv RUE S we, 


r>0 u=p+3 





) |Bp, k", n) ® (2.4.38) 


(0) 


avec n entier ou demi-entier suivant le secteur (R ou NS) et | Bp, k”, n)“ l’état fondamental 


de moment k* = 0 et k” F 0 et tel que dans le secteur R-R : 


(wg + inde) |Bp, k”, mk = 0 a=2...p+2 
(wk — inde) |Bp, k,n} = 0 w=pt+3...9 (2.4.39) 


Dans le secteur NS-NS, l’état de bord vérifie du fait de la définition fantomatique du vide 
NS-NS, c’est-à-dire (—1)” |0) vg = —|0) yg: 


(-1)* |Bp, a", n) vsns = —|Bp, a", =N) ngns 
(—1)* |Bp, a”, N) neng = — | Bp; a”, =) wens (2.4.40) 
De sorte que seule la combinaison |Bp, a") yong = |Bp,a",+) ygng — |Bp, a", —) nons 


est invariante GSO en théorie IIA ou IIB. Je rappelle qu’il faut une chiralité (+) dans le secteur 
NS, d’après (2.3.32). Dans le secteur R-R on trouvera cependant : 
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(—1)" |Bp, at, N) RR = |Bp, ar, =) ap 
(—1)" |Bp, a", N} rR = ED |Bp, a", —n) pr (2.4.41) 
Ce qui donne encore une seule combinaison invariante GSO | Bp, a") pp = |Bp, a", +) pp + 
|Bp, a", —) pp pour p pair en type IIA et p impair en type IIB. L’état de bord complet de la 
brane est la combinaison linéaire des deux secteurs. La dualité corde ouverte/corde fermée de 
la fonction de partition cylindrique impose que les normalisations relative et absolue soient 


spécifiquement fixées. Ainsi nous avons deux états distincts : 


|Dp, al’) = |Bp, a") vows + |Bp, a”) BR 
|Dp, al) = |Bp, a") wong — |Bp,@") pp (2.4.42) 
Parmi lesquels nous distinguons la brane (+) et l’anti-branef] (—). Il parait donc que par 


rotation de 7, seul le secteur R-R est modifié, ce qui est naturel puisqu’il est spinoriel à la 
différence du secteur NS-NS. 


2.4.5 Systèmes de branes BPS et non BPS 


Nous pouvons construire toute sorte de systèmes de branes, coincidentes [88], séparées, 
secantes avec angles [98] [29] [65] [60], non secantes avec angles [60], boostées etc. 
Nous étudierons rapidement un simple système de deux branes identiques parallèles puis le 
système d’une brane parallèle à une anti-brane. 


Système de deux branes parallèles 


La fonction de partition cylindrique calculée par échange de cordes fermées entre ces deux 
branes s’exprime simplement par : 





f dé (Dp, a” | e7" | Dp, b”) (2.4.43) 
0 


avec H, l’hamiltonien de cordes fermées dont les détails se trouvent dans [41]. Avec les 
renormalisations correctes, elle vaut simplement après transformation modulaire { = 1/2t la 


fonction de partition annulaire des cordes ouvertes projetées GSO : 


de 1+(-1)* 1+(-1)* 
| a(t eo $ Ye Ty oe $ ) m (2.4.44) 
0 


H, est l’hamiltonien de cordes ouvertes dont les détails peuvent être trouvés également 
dans [41]. La projection GSO ci-dessus est bien celle qui permet de retrouver une supersymétrie 
d’espace-cible VV = 1, car l’intégrande est nul — encore grâce à une identité de Jacobi. Ainsi, 
le spectre de cordes ouvertes est libre de tachyon : c’est un système stable. Tant que les deux 
branes sont strictement parallèles, elles conservent les mêmes générateurs de supersymétrie et 
par conséquent le système a le même degré de supersymétrie qu’une brane seule, c’est-à-dire 
qu’il est 1/2 BPS. 





23. La brane tournée d’un angle quelconque a un état de bord plus compliqué à calculer [22]. 
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Système brane-anti-brane 


A l'inverse, la projection GSO précédente n’apparait plus pour une fonction de partition 
calculée entre une brane et une anti-brane paralléles, ce qui brise donc la supersymétrie et laisse 


éventuellement apparaitre un tachyon : 





= D a t 1— (—1 F 1—(-1 F 
| d£ (Dp, a | e He Dp, bt) x | dt ( Tr a EN tit — Tr peur) 
0 0 


2 
(2.4.45) 


Le probléme est que la projection sur le secteur NS autorise le fondamental de cordes ou- 
vertes a exister dans le secteur interbranaire, puisqu’il est de chiralité négative de part sa nature 
fantomatique. Soit yi et y2 les positions spatiales des deux branes. Nous identifions naturel- 
lement ||z/|| avec la distance les séparant. Par exemple, pour une D-particule et une anti D- 
particule, nous aurons [9] explicitement : 


—9 {—,+,+} 


© dt ee 0 MU) 
Z x | D) D Tma et eaba (Olit)! 
0 zil ) 6, (Olit) 2, om) 
Morte 7-12) 
x 7 Ut) e 2\4n2a! f(t) (2.4.46) 
0 
avec € = —e3 = —e, = —1. La fonction f(t) est telle que f(t > 0) — 0 et f(t — 








oo) — 1. Cette intégrale est clairement divergente pour ||7/|| < 7/2. Cette divergence est le 


fait d’un tachyon : ce dernier apparait explicitement en calculant le spectre de cordes ouvertes 

1-(—1)F 
2 

NS et R. En utilisant la même technique que dans le cas bosonique, c’est-à-dire en étudiant 


sur les deux secteurs 





tendues entre les 2 branes et en appliquant la projection Ppp = 


la contribution de distance dans le spectre de corde tendue s’enroulant une fois le long d’une 
direction compacte, et en appliquant la projection, nous trouvons que le spectre des cordes 


interbranaires est effectivement, en fonction des secteurs : 























NS— m? = N + Ar 
Ag? 2 
R— m? = N + gl (2.4.47) 
Ar? 
Le fondamental NS est bien tachyonique tant que ||ÿ|| < 7/2. Par conséquent, nous identi- 


fions une distance critique l = 1/2 différente de celle obtenue dans le cas bosonique — nous 
obtenions alors £. = 27 — en laquelle le bi-fondamental est non-massif. 


Brane non BPS 


A partir du système brane-antibrane que nous venons d’introduire et qui brise totalement la 
supersymétrie d’espace-cible, nous pouvons construire une brane unique conservant cette pro- 
priété. La méthode que Sen utilise pour la construire, consiste à appliquer un certain 
orbifold sur le système initial. Il obtient ainsi une brane non chargée, puisque le système ini- 


tial ne l’est pas et non BPS. Sen l’a naturellement appelé brane non-BPS. Cette dernière a une 
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dimension complémentaire] des branes BPS, c’est-à-dire qu’elle a p impair (pair) en type ITA 
(IIB), en cohérence avec sa neutralité par comparaison aux champs de jauge disponibles dans 


ces théories-ci. 


Rapidement, nous allons résumer la construction que propose Sen. Partons d’une brane et 
d’une anti-brane coïncidentes en type IIA (par exemple), c’est-à-dire de dimension p pair. Ap- 
pliquons |’ orbifold (—1)F£ qui inverse la parité des spineurs d’espace-cible le long des modes 
gauches des cordes fermées. Cet orbifold projette, sous la forme 1 + (—1)FZ par exemple dans 
le calcul d’une fonction de partition toroïdale, la théorie de type IIA sur celle de type de IIB. En 
outre, l’effet sur l’état de bord de la brane de cet opérateur est de modifier le signe devant l’état 
|Bp) pp dans et par conséquent (—1)F” transforme une brane en une antibrane. Ainsi, 
seul le systeme de ces deux objets est invariant par cet orbifold. 

Maintenant, de méme qu’en théorie bosonique, nous introduisons des facteurs de Chan- 
Paton pour représenter les divers secteurs de cordes ouvertes sur le système brane-antibrane. 
Puisque nous avons 2 branes, le groupe de jauge est U (2) et nous utiliserons encore les matrices 
de Pauli o°23, Or nous avons dit que (—1)¥“ échange la brane et l’antibrane ; par conséquent 
si A est un facteur de CP quelconque, la transformation est représentée par le facteur?>| ol et 
A — (0!) l'A. De sorte que les seuls facteurs invariants par cette orbifold sont at et o? dont 
on en déduit que ces deux secteurs sont indépendants, puisque [o°, ot] = 0. Par conséquent, la 


théorie des champs résultante est abélienne. 


L’objet que nous obtenons est donc élémentaire, puisque o° étant le secteur associé à la 
position relative de la brane et de l’antibrane a disparu. En outre, il est de dimension anormale 
par rapport aux branes BPS naturelles. Enfin, comme il est issu du système brane-antibrane, il 
brise explicitement la supersymétrie et admet éventuellement un — et un seul — tachyon, celui 
du secteur ot, dans son spectre de cordes ouvertes. Dans ce dernier secteur, le spectre de masse 
est : 


1 
NS alm’ =N— = 


R am’=N (2.4.48) 


Typiquement, la brane non BPS est tachyonique donc instable, mais il existe des tech- 
niques permettant de stabiliser une telle brane, c’est-à-dire faire disparaître le tachyon. La brane 
non-BPS a été trés étudiée du point de vue de la condensation du tachyon, qui s’avére mieux 
contrôlée que dans le cas bosonique, entre autre parce que le potentiel effectif est symétrique et 
posséde des minima stables. L’action effective a été bien contrainte et sa forme est maintenant 


presque canonique. 





24. L’ orbifold conserve la dimension de la brane mais transforme IIA en IIB et inversement. 
25. Ce pourrait aussi être o° mais c’est exactement identique. 


Chapitre 3 


Généralités : théories effectives et modèle 


Sigma 


Nous commencerons ce chapitre en présentant les actions effectives et en précisant les 
termes. Nous parlerons du potentiel effectif et de l’introduction du tachyon dans ce cadre. 
Puis dans la section [3.2| nous verrons un cas particulier de construction d’action effective en 
théorie des cordes qui est le modèle sigma. Puisque cela est lié au groupe de renormalisation 
nous présenterons dans le méme temps les divers schémas de renormalisation et les calculs des 


équations de flôt — fonctions bêta — que nous utiliserons par la suite. 


3.1 Théories effectives : actions, potentiels et tachyon 


En théorie quantique des champs [63] [96], l’objet de base est l’action fondamentale sur les 
champs fondamentaux — quantiques — de la théorie, notée généralement S{9]. La dynamique 
complète est encodée dans son expression, qui comprend des termes cinétiques et des termes 
potentiels. Ces champs sont développés linéairement autour d’une valeur ”’classique” résolvant 
les équations classiques du mouvement, qui en première approximation sont dérivées de l’action 
fondamentale. En effet, le traitement quantique perturbatif['|ne peut que concerner des perturba- 
tions des champs, des valeurs ’microscopiques” en opposition à des valeurs ”’macroscopiques”. 

Cependant, la prise en compte d’effets quantiques conduit en général à modifier, parfois 
drastiquement, les valeurs des champs classiques, qui du coup ne vérifient plus les équations 
fondamentales du mouvement. En particulier cela se produit en tenant compte des termes di- 
vergents et en les soustrayant proprement du calcul — c’est-à-dire renormalisation. Cela amène 
entre autre à modifier la masse physique en une masse nue. Ainsi le champ fondamental doit 
vérifier les équations du mouvement en fonction de la masse nue, et le champ classique” — 
c’est-à-dire conforme aux observations — quant à lui doit vérifier les équations du mouvement 
en fonction de la masse physique. Il existe donc une claire dichotomie entre ce qui est défini 


fondamentalement et ce qui apparaît (semi)classiquement, c’est-à-dire effectivement. 


Nous sommes donc amenés à introduire le concept d’action effective, dont il existe trois 


définitions, suffisamment différentes pour les distinguer. 





1. Ce n’est pas le cas dans le traitement non-perturbatif, qui ne nécessite pas un tel développement. 
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3.1.1 Actions effectives 


Commençons par ce que l’on pourrait nommer l’action ’semi-classique” effective, généra- 
lement notée T |y]. Celle-ci tient compte — idéalement — de tous les effets quantiques et dont les 
équations du mouvement ont pour solution la valeur ”classique” du champ autour de laquelle 
la théorie quantique est définie. Cette action effective a donc pour objet un champ classique 
”off-shell” ; elle est composée de termes cinétiques et potentiels. En particulier, on définit le po- 
tentiel effectif qui, associé a un terme cinétique standard — quadratique dans la dérivée premiére 
du champ — doit être minimisé. La valeur du champ classique qui minimise le potentiel effectif 
est le champ classique ”’on-shell”. Il correspond à la valeur observable du champ dans le vide 
Pa = (p) ; par extension, on l’appelle donc ”vide” de la théorie, car il caractérise l’état macro- 
scopique du vide. 


Or, il existe une deuxième définition d’action effective. La théorie des champs fondamen- 
tale, en dehors des problèmes de divergences, doit être régularisée pour des raisons associées 
aux mesures effectuées en laboratoire. En effet, il peut étre souhaitable de ne connaitre la théorie 
que jusqu’à une certaine échelle d’ énergie — qu’on nommera cut-off — par exemple I’ énergie at- 
teinte lors d’une collision dans un accélérateur de particules. Or pour des raisons quantiques, 
toutes les énergies supérieures à cette échelle sont accessibles au système physique — dans des 
délais temporels infiniment courts en raison de la relation d’incertitude d’ Heisenberg — et vont 
donc a priori contribuer au processus. Cependant, on peut tenir compte de l’intégralité de ces 
effets quantiques d’un coup en les regroupant — par intégration — dans un ensemble de termes 
dans une action effective à l’échelle d’ énergie souhaitée. Il s’agit de la construction de l’action 


effective wilsonienne (voir par exemple [13]) et notée I',,[¢], avec u le cut-off. 


Dans la limite où certaines interactions sont hors de portée d’un système pour des raisons 
énergétiques, il existe aussi une procédure consistant a intégrer tous les champs ne pouvant 
être produit qu’à travers ces interactions et donc à négliger tous les effets quantiques de haute 
énergie. L’action obtenue pour le champ étudié est donc une approximation de basse énergie 
de l’action wilsonienne. Par exemple, en théorie des particules, l’échelle d’ énergie est souvent 
très basse par rapport à Meur = 10'° GeV, qui est la limite à laquelle le modèle standard 
dans sa définition fondamentale cesse d’être pertinent ; donc l’expression de l’action du modèle 
standard n’est a priori qu’une approximation d’une théorie plus fondamentale. 

Ainsi, oune action effective de basse énergie est également introduit. Elle est notée générale- 


ment S.7/[@] et telle que : 


E 
[6] Š“ Sessio] + a (3.1.1) 


Insistons bien sur le fait qu’ aucune des deux n’est la même action effective que la première 
définie au-dessus, car ici les champs y apparaissant sont toujours quantiques — on doit toujours 
les intégrer dans l’intégrale de chemin — et non classiques ?] C’est une distinction importante 


car on peut avoir à faire à ces deux types d’action effective en théorie des cordes et donc aussi 





2. Du point de vue des composantes des champs de haute énergie il s’agit bien de la même définition, mais 


cette action résultante n’est pas explicitement invariante de Lorenz, contrairement à la première. 
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dans l’étude de cette thèse, en particulier lorsque l’on discutera des traitements off-shell de la 


condensation de tachyon. 


Dans la suite nous appellerons donc action effective l’action I’ définie selon la première 
définition. La seconde T, sera nommée action effective wilsonienne. Enfin la troisième, Sess 


désignera l’action effective de basse énergie. 


3.1.2 Minimisation du potentiel effectif 


Nous avons vu que le potentiel effectif apparaissant dans l’expression de l’action effective 
devait être minimisé. C’est un processus classique naturel que l’on retrouve dans diverses appli- 
cations mécaniques, dans le sens où l’on peut assimiler ce potentiel à une donnée énergétique 
qu’il convient de minimiser. En l’ occurrence, ce comportement apparaît immédiatement dans la 
résolution des équations du mouvement. Le potentiel effectif possède un ou plusieurs minima 
locaux et un ou plusieurs minima globaux. 

Autour d’un minimum, le potentiel est toujours convexe ; ainsi en première approximation, 
il y est quadratique et est donc celui d’un oscillateur harmonique — pour les perturbations quan- 
tiques du champ autour de sa valeur classique ”’constante” correspondante. Le potentiel qua- 
dratique y est caractérisé par une constante de couplage que l’on nomme naturellement masse 
carrée et telle que m? > 0. Autrement dit, l’action fondamentale autour de ce vide pour les 


perturbations ¢ = dy est à l’ordre quadratique : 


Sid] x | dx (52,006 - me) (3.1.2) 


En négligeant dans un premier temps les effets quantiques tunnel — non perturbatifs — de 
décroissance d’un minimum local vers un minimum global, on peut considérer que le ”vide” 
associé à ce minimum local est stable. Par opposition, toute configuration classique initialement 
”constante” en dehors de ce minimum sera instable car appelée à devenir dynamique, dans la 
direction d’un minimum local. 

Il existe donc comme dans toute théorie des champs des solutions statiques et des solu- 
tions dynamiques, pouvant chacune avoir éventuellement des dépendances temporelles ou spa- 
tiales non triviales. Pour ce qui est des dépendances spatiales, on parle de soliton et pour la 
dépendance temporelle, on peut parler d’ instanton. Mais insistons encore sur le point suivant : 
chacune de ces solutions classiques représente un vide du point de vue de la théorie des pertur- 
bations quantiques autour de la valeur classique du champ. 

Ainsi, une théorie quantique des champs est définie dans un vide dépendant soit de l’espace, 
soit du temps, soit des deux, soit d’aucun. Cependant, la résolution d’une théorie quantique le 
long d’un vide dont les dépendances spatio-temporelles sont non triviales est peu aisée et en 
général seule la théorie quantique autour des points de la trajectoire du champ où le vide est 
constant est décrite. Les configurations pour lesquelles asymptotiquement — à ses extrémités — 
la trajectoire tend vers un — ou des — vide(s) constant(s), sont particulièrement intéressantes, car 


le plus souvent topologiquement non-triviales. 
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3.1.3 Maxima locaux du potentiel et champs tachyoniques 
Maxima locaux et tachyons 


Les maxima locaux sont des points très particuliers du potentiel effectif, car les configura- 
tions constantes en ceux-ci résolvent aussi les équations du mouvement. Or il apparaît immédia- 
tement que ces solutions ne peuvent pas être stables, puisque toute perturbation microscopique 
entraîne une chute exponentielle du champ classique le long de la pente du potentiel, d’une part 
ou de l’autre du maximum. 

Ainsi, le vide n’est pas quantiquement stable et on ne peut donner de sens au terme de 
perturbation”, ce qui proscrit toute étude perturbative autour d’un tel vide. Cependant, on peut 
être intéressé par l’étude des trajectoires partant naturellement de ce vide et classer en particu- 
lier toutes celles qui rejoignent asymptotiquement un vide stable. C’est exactement le type de 
solution qui va nous intéresser dans notre étude du tachyon. 

En effet, ces maxima sont immédiatement associés à des ”’perturbations” tachyoniques dans 
la théorie quantique correspondante pour la raison suivante. A l’instar de la théorie quantique 
effective autour d’un minimum du potentiel, on peut développer le potentiel effectif à l’ordre 
quadratique, c’est-à-dire sous la forme (3.1.2), et obtenir autour du maximum un oscillateur 











harmonique. L’équation de mouvement du champ est alors simplement (—[ + m?)¢ = 0 avec 














= —1n#0,0, et m? < 0. On identifie donc que la constante de couplage correspondante est 





une masse carrée négative. De sorte que la perturbation est un tachyon. C’est par exemple la 


situation que l’on rencontre dans le mécanisme de Higgs. 


Tachyons, perturbations et condensation 


La notion de perturbation correspond ici a la définition suivante : valeur de champ suffi- 
samment faible pendant un intervalle de temps fini ou infinitésimal, telle que tout terme d’in- 
teraction de la théorie — fondamentale ou effective — peut être traité comme vertex d’ interaction 
à développer autour de la théorie libre du champ. Sachant que le vide où apparaît une per- 
turbation tachyonique est instable, l’intervalle de temps sera d’autant plus court que la masse 
carrée sera négative. Par la relation d’incertitude d’ Heisenberg, nous avons à peu de choses 
près At ~ 1/ |m|. Cette relation s’ obtient aussi en remarquant que puisque la masse carrée est 
négative, la masse en elle-même — c’est-à-dire |’ énergie au repos — est imaginaire pure. Alors la 
dépendance temporelle habituelle des modes perturbatifs de la théorie libre qui va comme et”! 
donne pour E = —i|m| l’évolution temporelle de la ’perturbation” de tachyon e™lt ce dont on 
déduit la constante de temps donnée plus haut. 

A des temps plus élevés que 1/ |m| nous ne pouvons plus faire sens du terme ’perturbation” 
et donc fatalement du terme ”’particule”. Ceci explique donc que la notion de tachyon en tant 
que particule n’est donc pas particulièrement bien définie dans le temps. En revanche, si on 
applique la relation de masse m? = FE? — p? en évitant le domaine d’ énergie imaginaire, il faut 
alors imposer que le vecteur énergie-impulsion est de genre espace, soit que l’impulsion est p? > 
Iml°. Dans ce contexte, ce qu’on pourrait appeler particule tachyonique viole significativement 
la causalité sur des distances de l’ordre de 1/ |p| < 1/|m|. 


Parce que les modes d’impulsion faible sont inévitablement produits dans le vide instable, 
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le destin du champ tachyonique est donc de rouler le long du potentiel. Pourtant l’issue de ce 
phénomène est incertaine et dépend fortement de la forme du potentiel effectif. S’il existe des 
vides stables dans la direction du roulement, alors il est possible que le champ finisse par at- 
teindre au moins un de ces vides et s’y condense en relâchant de l’énergie. In fine nous pouvons 
espérer obtenir un système exactement défini dans le vide stable. C’est précisément ce qu’on 
cherche à produire dans le mécanisme de Higgs en imposant au champ un potentiel de type 
chapeau mexicain qui admet un ensemble de vides stables décrit par U(1). La phase dy- 
namique de condensation n’est en général pas décrite, car la théorie est habituellement étudiée 
directement autour du vide stable. Cependant la question de cette évolution se pose dans les 
modèles cosmologiques, entre autre à cause des créations de défauts topologiques — eg. cordes 
cosmiques. 

En effet, l’exploration du potentiel effectif suggère l’existence d’autres modes de condensa- 
tion : par exemple ces condensations purement spatiales introduisant des défauts topologiques 
— solitons — interpolant entre plusieurs vides stables distinctsf| Ces défauts seraient comme 
*posés” au maximum instable du potentiel, lieu d’échanges de tachyons anti-causaux et donc 
d’épaisseur ~ 1/|m|. Des condensations hybrides, que l’on nomme inhomogènes, sont aussi 
imaginables, telles qu’elles combinent un roulement du champ et une séparation spatiale dans 
plusieurs vides distincts. Notons que cela est soumis à des conditions sur la conservation de 
l'énergie car la création de défauts topologiques — des formes de murs de domaines ou de cordes 
cosmiques dans le cas présent — n’est pas gratuite énergétiquement, comme on le sait bien dans 


les études des métaux ferromagnétiques à propos des murs de domaines. 


3.2 Modèle sigma non linéaire et groupe de renormalisation 


Nous allons brièvement présenter ce qu’on entend par modèle sigma et en quoi cela est en 
relation avec la théorie des cordes. En particulier, nous mettrons cela en contact avec le groupe 


de renormalisation et les fonctions bêta que nous introduirons dans la section suivante. 


3.2.1 Modèle sigma, équations de flots et équations du mouvement 


Le modèle sigma est une théorie des champs couplée,dépendant d’un certain nombre de 
paramètres — dont par exemple la métrique sur l’espace des champs qui apparaît sous la forme 
Kij(b)0a¢'0%d!. Le principe est de classer l’ensemble des théories des champs renormalisables 
et d’éventuellement décrire la topologie de l’espace des théories. Les différentes théories des 
champs sont caractérisées par des flots de renormalisation des couplages dont les équations de 
flots sont données par les fonctions bêta du groupe de renormalisation. Parmi ces théories, sont 
importantes celles qui sont des points fixes du groupe de renormalisation [8] [59]-par définition- 
invariantes d’échelle. Les CFT font partie de ces types de théories sauf qu’ elles sont invariantes 
d’échelle localement et ont donc, comme nous avons pu le voir, un statut trés particulier. 

En théorie des cordes, on peut naturellement définir un modèle sigma sur la surface de corde. 


En effet, l’action de Polyakov sur le plan complexe étant donnée par : 





3. Dans le cas du Higgs, il s’agit de solutions de vortex car l’ensemble des vides stables est continu. L’interpo- 


lation est donc angulaire. 
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P 


I d?z Gu (X)OXHOX” (3.2.1) 


27a! 


nous voyons que la métrique sur les champs X est identifiée à la métrique d’espace-cible. 
Nous disions plus tôt que les théories des cordes devaient être définies invariantes conformes, 
c’est-à-dire si on veut calculer des éléments de matrice-S on-shell. Autrement dit, l’existence 
de particules réelles est soumise à condition dans sa description interne et en particulier, nous 
voyons que le fond géométrique de l’espace-cible sera lui-même contraint, au moins localement. 
En effet, pour définir une CFT, une condition nécessaire est l’invariance d’échelle globale. Par 
conséquent, l’équation de flots de G, doit être schématiquement telle que la métrique en est 
bien un point fixe : 


dG 


Ba = T =0 (3.2.2) 


avec u le facteur d’échelle de renormalisation. Il semble, dans une certaine mesure, que 
cela est très similaire à la définition d’une équation du mouvement, quoiqu’une telle équation 
est dérivée d’un principe de moindre action; ce qui fait que la relation entre l’équation du 
mouvement et les fonctions bêta du groupe de renormalisation n’est pas nécessairement tri- 
viale 22]. 

En remarquant que G „0X HOX” est très similaire à l’opérateur de vertex d’un graviton, 
nous comprenons que tout champ contenu dans le spectre doit pouvoir apparaître également 
dans l’action sur la surface. En fait, d’après la forme et parce l’action est exponentiée, on com- 
prend que la contribution de la métrique est équivalente à la définition d’un état cohérent de gra- 
viton. Par conséquent, il est naturel d’introduire les autres champs de la même manière. Nous 
aurons ainsi de façon très générale, avec ® le dilaton, B,, le Kalb-Ramond, A, les champs de 
jauge de cordes ouvertes et T le tachyon de corde ouverte sur le bord, en théorie bosoniqueff|ou 


supersymétriquef lune action de surface suivante : 


1 


Ssurf = Ira 


/ Po {(Gu(X) 1” + Bu(X) €) D X FOX" + O(X) R} 
+i f do® A (X) 8, X" + f doT(X) (3.2.3) 


qui définit bien une théorie des champs couplée à 2 dimensions. On parle de chacune de 
ces contributions en terme de déformation. Il faudrait techniquement ajouter aussi des champs 
massifs mais nous supposons qu’ils découplent dans la limite a’ — 0. Pour les supercordes, 


l’action peut s’écrire directement en super-espace, avec o° € H, sous la forme : 


1 z 
Souper = 5 I d°zd’0 {(G (X) + Bu(X)) DX“DX” + ®(X) Reuper } 


+i f dod6 A, (X) DX + f dodOT(X) (3.2.4) 





4. En théorie bosonique on pourrait aussi rajouter le tachyon de corde fermée. 
5. L’inclusion des champs R-R ou des fermions est trop délicate nous n’en parlerons pas ici. 
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que l’on peut décomposer après intégration sur les variables de Grassmann en fonction de 
X" et Y” ainsi que leurs homologues anti-holomorphes. Simplement à cause du développement 


A(X") = A(X) + d,A(X) (our + Ob" + 00 Fé) — 0,0, A(X) 06 why” (3.2.5) 


Les champs du modèle sigma ne sont donc plus simplement G,,,, etc. mais aussi leurs 


dérivées premières et éventuellement secondes. 


Maintenant, chacun des champs de (3.2.3) dans son expression en fonction des champs 


fondamentaux X” devra schématiquement être solution des équations de flots données par : 





is dy; = ( pour tout 2 (3.2.6) 
din 


Ce n’est pas l’unique contrainte car cela ne fait que définir une théorie invariante d’ échelle 
globale. Afin d’exprimer une CFT, il faut aussi que les champs soient invariants d’ échelle locale, 
par conséquent, on impose a toutes les déformations d’étre des opérateurs primaires — de la CFT 


libre — c’est-à-dire de poids A = (1,1) dans le bulk et simplement A = 1 sur le bord : 


Vu [eovau O41) (252) et Vo fa VIyy a Or(y) G.2.7) 


Parce que l’on s’attend à ce que les équations imposées par les fonctions bêta soient équi- 
valentes à des équations du mouvement dérivées d’une action — en l’occurrence effective — on 
comprend que les champs lorsqu'ils définissent une CFT correspondent à des solutions clas- 
siques de ces équations. Ils forment donc, ce qu’on appelle des fonds ou vides dans le jargon 


des actions effectives, que nous avons définis dans la section précédente. 


L'objectif de l’étude des modèles sigma en théorie des cordes est donc de trouver l’ex- 
pression de cette action effective dont les équations du mouvement admettent des CFT pour 
solutions. L'interprétation physique de cette action effective est sujette à caution, car on ne l’as- 
simile pas nécessairement à une action effective définie dans l’espace-cible. Par exemple, dans 
la définition de l’OSFT - théorie des champs de cordes ouvertes — de Witten [135] {136} [84] [51], 
l’action effective obtenue est définie sur l’espace des théories des champs et non sur l’espace- 
cible. En revanche, dans la définition de Tseytlin et al. ils construisent à 
partir de la fonction de partition off-shell renormalisée et non-intégrée sur les modes zéro x“ 
des champs X“, une action off-shell définie sur l’espace-ciblefil Nous nous placerons dans ce 
formalisme plutôt que dans celui de Witten qui est trop difficile à utiliser pour ce que nous avons 


à calculer. 


Dans le formalisme de fonction de partition de Tseytlin et al. l’action est donc construite à 


partir de la formule suivante : 





6. Cependant, ils insistent sur certaines ambiguïtés associées à des redéfinitions des champs non fixées par le 
groupe de renormalisation. En particulier, l'existence de plusieurs schéma de renormalisation nourrit cette am- 


biguïté car il n’existe pas de schéma naturel et la dépendance des fonctions bêta, dans le schéma, peut être forte. 
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al = lat | dx! Zu nla) 8.2.8) 


où H; g sont les couplages u; renormalisés et Z’ la densité de fonction de partition. Les 
couplages dans ces théories doivent être définis relevants de telle sorte qu’ils ont bien un point 
fixe UV — ou ,dans la meilleure situation, interpolent entre deux points fixes UV et IR, le long du 
groupe de renormalisation [59]. A l’inverse, les couplages irrelevants n’ont pas nécessairement 
— et en général — de point fixe UV en uê — © et par conséquent la théorie résultante n’est 
souvent pas renormalisable [75]. Par conséquent, on ne peut pas utiliser les couplages 
irrelevants comme des perturbations de champs d’espace-cible. 

Dans l’extraction de la mesure sur les modes zéro est naturelle à partir de la mesure 
de l’intégrale de chemin. En notant X“ = x" + X que nous avons séparé en mode zéro + 


modes d’oscillateurs, elle s’exprime selon : 


f DPX! = I dP xt I DP X” (3.2.9) 


De sorte que le lagrangien effectif d’espace-cible se définit naturellement par la relation : 


Lui) = Zrluir(x)] (3.2.10) 


Cette relation n’est pas tout à fait exacte car elle dépend de la théorie étudiée. En théorie 
bosonique et en présence de tachyons, la relation doit être modifiée en L(mi) = 
(1 + B;0;)7Z{u]. Nous avons enlevé l’indice R par commodité et nous avons noté 0; = 0/Ə p. 
En revanche, elle est a priori exacte en théorie supersymétrique. Dans tous les cas, lorsque l’on 
se place spécifiquement sur une CFT, c’est-à-dire sur une solution des équations du mouvement, 


nous avons toujours : 


Lon—shell(Me”) = Zril? RCE) (3.2.11) 

CFT 
Ces formules ont été utilisées avec succès pour obtenir les actions [123) Born-Infeld (BI) 
mais aussi obtenir les actions effectives de tachyon dans les systèmes brane-antibrane coincident 


ou de brane nonBPS [127] [77]. 


La formule qui relie les équations du mouvement de l’action effective S aux fonctions bêta 


des champs 6; est de manière très générale donnée par : 


(die, (3.2.12) 


avec k,;;(@) un coefficient tel que la covariance est rétablie. Sans ce coefficient, la relation est 
en générale fausse à cause de l’indépendance dans le schéma de renormalisation de l’équation 
du mouvement d’une part et la dépendance de la fonction bêta en ces schémas de l’autre. Ce- 


pendant, si les fonctions bêta sont universelles alors nous pouvons a priori choisir k;; constant 
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et indépendant des champs. Cela se produit lorsque des résonances apparaissent — voir section 
suivante. Dans ce cas, les divergences sont logarithmiques et les contributions aux fonctions 


bêta universelles, c’est-à-dire invariantes par changement de schéma de renormalisation. 


Pour résumer, si l’on impose à l’action de n’étre construite qu’à partir de champs primaires 
relevants, la condition (3.2.6) suffit à définir une CFT. 


3.2.2 Schémas de renormalisation et fonctions bêta 


Dans cette section nous allons introduire plus en détail le calcul des fonctions bêta en fonc- 
tion du schéma de renormalisation choisi. Nous en distinguerons 2 en particulier : le schéma de 
soustraction minimale et le schéma de Wilson. Le formalisme de renormalisation n’est en effet 


pas défini de manière unique. 


Il existe plusieurs façons de renormaliser et cela commence par le type de régularisation uti- 
lisée. Nous parlerons ici des renormalisations des divergences UV uniquement. Nous trouvons 
la régularisation dimensionnelle qui redéfinit la dimension de l’espace en d — £ avec € infi- 
nitésimale ; elle est souvent utilisée en théorie des champs car elle ne brise pas les invariances 
de Poincaré ni de jauge — sauf en théorie des cordes. Nous trouvons aussi la régularisation 
brutale UV qui a le mérite d’être plus immédiate et consiste à poser une limite ultra-violette 
dans l’espace des impulsions ; le problème est qu’alors la symétrie de Poincaré n’est plus ma- 
nifeste. Une méthode similaire s’applique directement dans l’espace des positions — on parle 
alors de point-splitting (en anglais). Elle consiste à décaler infinitésimalement les pôles dans 
les fonctions de Green autour du point de divergence. Cela revient à tronquer l’espace des po- 
sitions divergentes en dessous d’un seuil infinitésimal €. C’est cette dernière méthode que nous 
utiliserons sur la surface de corde, car elle ne brise pas l’invariance de Wey] à la différence de 
son homologue dimensionnelle. Il existe enfin la régularisation zeta, qui consiste à identifier 
une fonction dans un domaine de paramètres sans divergence et de procéder à la continuation 
analytique dans le domaine divergent. Mais cela a le désavantage de ne pas prouver que cette 
dernière est autorisée. 

Une fois que la régularisation est choisie, il reste à se placer dans un certain schéma de 
renormalisation. Il s’agit d’une méthode permettant d’extraire les divergences dépendant du 
paramètre infinitésimal € dans un calcul d'amplitude. La méthode de soustraction minimale 
consiste à retrancher les divergences en insérant un ensemble de contreterme dans la définition 
de l’action et en espérant — il faut ultimement le vérifier — que l’ajout du contreterme ne rajoute 
pas plus de divergences qu’il n’en enlève. La méthode de Wilson consiste à laisser les couplages 
dépendre explicitement de € de telle sorte que les divergences s’annulent ordre par ordre dans 
l'amplitude. Dans chacun de ces cas, il existe une définition des fonctions bêta que nous allons 


maintenant aborder en détail. 


Schéma minimal de soustraction 


Ce schéma de renormalisation pose comme principe que toute divergence UV surgissant 


dans un calcul d'amplitude — par exemple une fonction de partition — doit être soustraite par 
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le biais d’un ensemble de contretermes ajouté à l’action fondamentale. Ceci amène à définir, 
comme à l’accoutumée en théorie des champs, des couplages physiques u et des couplages nus 
LB. En l’occurrence, dans le cas qui nous occupe, nous avons une théorie fondamentale définie 
sur une surface délimitée par un bord, par exemple le demi-plan supérieur H,. Supposons 
que seuls les couplages de bord sont non-triviaux et sont appelés à être renormalisés. Nous 


définissons donc l’action complète renormalisée et déformée|| selon : 


Sn = Shan + SH Ÿ du = Soar + OH" E Gat Sa 6213 
a R a R 


où les champs primaires D" forment un ensemble complet et fermé par OPE : 


orn 
CUS 





a(x) oo(y) = X 


c 


Pe(y) (3.2.14) 


et nous avons introduit l’échelle de renormalisation £. Très schématiquement, on retranche 
brutalement les divergences UV et on étudie le flot de renormalisation résultant des couplages 
physiques ; autrement dit, il faut comprendre que le cut-off UV n’est pas une échelle, mais 
simplement, une régularisation dont le résultat final ne dépend pas. 

Le choix est fait ici, d'introduire les cut-offs dans l’espace des positions et non dans ce- 
lui des moments comme il est fait habituellement en théorie des champs pour la simple raison 
que la théorie libre est ici une CFT et que les corrélateurs sont connus exactement dans cet 
espace. La régularisation utilisée — nommée point-splitting en anglais — consiste à empêcher les 
opérateurs de s’approcher à moins de € et de s’éloigner de plus de L. Cela revient à ajouter, 
dans toute OPE à 2 points, les fonctions thêta de Heaviside 0(|x — y| — €)0(L — |x — y|). Cette 
régularisation brise explicitement la symétrie de Poincaré sur la surface, mais puisque le résultat 
final ne doit pas dépendre des cut-offs, elle n’est juste plus manifeste dans le développement 


mais recouverte in fine. 


Les contretermes S,, doivent générer toutes les soustractions de divergences obtenues par 
OPE des déformations ju“ fr Qa. En d’autres termes, par développement de e° toutes ces 
divergences doivent être supprimées de telle sorte que l’amplitude à calculer converge, dans la 
limite 2 — oo. 

Nous pouvons calculer sans difficulté ces contretermes au deuxième ordre dans les cou- 
plages. Supposons que nous calculions une amplitude dont les insertions ont des OPE régulières 
avec la déformation (OPE régulière). Cela revient à s’intéresser à la fonction de partition[F|d’une 
théorie des champs réduite. On se s’intéresse donc ici qu’aux OPE internes au développement 
du facteur e~°*. Du coup, nous avons : 





7. On nomme déformation, et on la note génériquement 6S, tout terme supplémentaire à l’action de la théorie 
fondamentale libre telle que S = Sy + ôS. 

8. La résolution des divergences de la fonction de partition doit résoudre automatiquement le problème des 
divergences apparaissant par OPE avec des insertions, parce que la fonction de partition génère toutes les ampli- 
tudes. 
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D, that fha 1 ha—1,,a 1 ha+h—2 a, b 
e wie g ub bo 50 : nt g 


a a,b (Le 


Pa . Pb Paes 
(3.2.15) 


On montre sans difficulté que le deuxieme ordre s’écrit, en utilisant (3.2.14) : 


wt+e 


— NET”. pont faw b-(w) f 


a,b wte 


w+L 
Noos | f dw f Palz)polw) 
a,b 


w+L 1 





uen (3.2.16) 

A présent, trois situations se présentent. Soit ha + ha — he < —1 ,auquel cas, nous avons 
une divergence UV ; soit ha + hy — he = —1, auquel cas, la divergence est à la fois UV et IR — 
ce qu’on nomme une résonance/|car ha—l1+h-1—=h—1;etenfin, soit ha + ha — he > —1 
auquel cas la divergence est IR et par conséquent nous ne nous en occuperons pas car il n’est 
pas nécessaire de renormaliser, si bien que la fonction bêta sera triviale. 


Exprimons tout de suite la fonction bêta des couplages de façon générale en fonction du 
contreterme. On rappelle qu’elle est définie par la formule : 


pt = rt (3.2.17) 


Comme nous le présentions dans la formule (3.2.13), les couplages nus sont reliés aux cou- 
plages physiques par le biais des contretermes, soit schématiquement : 


up = LT (ut + bugle, L) (3.2.18) 


Or ces couplages nus doivent être indépendants de £, car ils sont des paramètres fondamen- 
taux, divergents certes, mais fixes de la théorie. On en déduit l’équation : 


(ts = 0 = (ha — 1)! (u° + ôu, (e, 0) + re (e + ren) (3.2.19) 


Ce qui donne pour expression de la fonction béta : 


pe = (1 z Ra)u° + (1 — ha)Obe(€, £) — À (3.2.20) 


dd 12,(e, 2) 
dé 


La partie crochetée de la formule ci-dessus peut-étre calculée explicitement et sans difficulté 


au deuxième ordre du développement des déformations, mais comme nous l’avons vu, dépend 





9. Le nombre h; — 1 est la quantité qui apparaît en exposant du facteur d’échelle £ dans la définition de la 
déformation non renormalisée. On peut y voir la valeur propre de l’opérateur de dilatation Lo sur la surface, 


similaire comme on le sait à un hamiltonien. Or, hamiltonien ~ énergie ~ fréquence, ce qui explique le jargon. 
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des valeurs respectives des poids entrant en jeu dans le calcul des OPE. Nous allons maintenant 
calculer ces fonctions bêta en fonction du résultat de l’intégrale (3.2.16) donc de la valeur de la 


combinaison he — ha — hyp. 


Le premier cas correspond à he — ha — ha < —1. Il est le plus simple et le plus rapide à 
traiter. Il suffit d’intégrer (3.2.16), ce qui donne : 





eee ; LiHhe—ha—hy _ elthe—ha—hy 
hea Oa dw De 3.2.21 
D ab Hf ey eae ee [eeu ( ) 


Pour bien analyser les divergences, le plus pratique est encore de ne centrer l’étude que 
sur un couplage, disons donc uê, et de choisir tous les autres couplages nus. Il est même plus 
correct de procéder ainsi, car tous les couplages peuvent étre renormalisés et a tout ordre ; or 
c’est l’ensemble ’couplage + contreterme” qui doit être développé. Réécrivons donc la formule 


inspirée de la précédente : 





' Lithe-ha-hy _ ¢lt+he—ha—he 
2 CRE <a a E T | dw pe(w) (3.2.22) 





Il est à présent très clair que tant que 1 + he — ha — hẹ < 0, seule la limite UV est divergente. 


Par conséquent, il faut ajouter a u° le contreterme : 





i elthe—ha—he 
= — Cut dw Qe 3.2.23 
OSet > Ca be | w be(w) ( ) 
D'où l’on extrait : 


elthe—ha—hp 


bp = LR N Cy bits es = ee (3.2.24) 
a,b c a 





La fonction bêta est immédiatement déduite de l’expression (3.2.20). Par invariance des 
couplages nus, les deux termes dépendant de ôu® se compensent pour donner simplement : 


=k (3.2.25) 


Ainsi, en présence d’une divergence UV purement de type puissance, le contreterme ne mo- 


difie pas le flot de renormalisation. 


Le cas suivant he — ha — hy = —1 se nomme résonance. L'intégrale (3.2.16) est alors 
logarithmique : 


L 
f 2 = ]n 2 (3.2.26) 
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Nous avons à la fois une divergence UV et une divergence IR mais nous devons unique- 
ment soustraire du calcul la divergence UV. Cependant, pour que l’argument du logarithme soit 
sans dimension, il faut y inclure l’échelle de renormalisation sous la forme In {/£. Ainsi, le 


contreterme est facilement déduit des calculs précédent et doit être : 


£ 
Su =X Ca uous m- | dw. 3.2.27 
t E Cu nus n= [as a. ( ) 
D'où nous extrayons : 
j=l Sy Cul - (3.2.28) 
a,b ° E 
et la fonction bêta : 
£ 
B° = (1 — he)! — > Co utp? + o(in -) (3.2.29) 
a,b $ 


Nous avons remplacé les couplages nus par leur expression (3.2.18). Donc en toute généralité 
il existe un terme dépendant explicitement de £ et £. Notons, cependant, que souvent ces termes 
sont d’ordres plus élevés que quadratiques et sont donc négligeables en première approximation 
— il se peut d’ailleurs qu’ils finissent par s’annuler en tenant compte de l’ensemble des contri- 


butions. 


En ce qui concerne le dernier cas divergent IR, nous ferons simplement la remarque sui- 
vante : si les divergences IR peuvent paraître importantes dans la théorie définie sur le plan 
complexe, elles ne le sont pas vraiment pour un vrai calcul d’ amplitude en théorie des cordes|!| 
En effet, la limite infrarouge est naturellement fixée par la géométrie complète de la surface, 
c’est-à-dire soit la sphère soit le disque. Si l’on fait en sorte que la limite UV soit bien définie 
et que les flots de renormalisations soient nuls, alors le résultat ne dépend simplement ni de la 
taille de la sphère ni de celle du disque — elle correspond naturellement à l’échelle infrarouge. 


Mais intéressons-nous maintenant au schéma de Wilson. 


Schéma wilsonien 


Dans ce schéma, nous nous intéressons directement au comportement ultra-violet de la 
théorie renormalisée. L’idée est de tronquer la théorie à une certaine échelle, ici £ et d’exprimer 
une action effective à cette échelle, ce que l’on avait introduit par la notation I’, de telle sorte 


que le calcul résultant est fini dans l’ UV. Cette action effective s’écrit dans notre cas comme : 


Te = Stun + X ET ue) f Qa (3.2.30) 





10. Le plan complexe est conforme à un voisinage de la variété à 2 dimension et non l'intégralité de la variété. 


Pour la sphère par exemple, ce peut être un hémisphère. 
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Encore une fois nous ne nous intéressons qu’aux déformations de bord. Les couplages 
dépendent maintenant explicitement du cut-off UV. A la différence du schéma minimal, il n’y a 
pas de contreterme, ils sont déjà inclus dans u° (e). L'expression de ces derniers est obtenue de 
telle sorte que la théorie ne dépende pas asymptotiquement (£ — 0) de la régularisation UV, ce 


qui s'exprime par : 


eð; (eT) 80 (3.2.31) 


et donne, d’emblée, la fonction bêta des couplages selon : 


BY = Op" (3.2.32) 


Nous constatons donc que dans ce schéma tout ce qui concerne les divergences infrarouges 
est laissé de côté. Autrement dit, seul le comportement local de la théorie est étudié. Chaque 


couplage s’exprime selon : 


ut(e) =e {uh + Òu (uh E, L)} (3.2.33) 


Nous avons introduit un couplage renormalisé u% indépendant du cut-off et un ”contre- 
terme” dépendant des deux cut-offs ainsi que d’ autres couplages renormalisés, en toute généralité. 
L'ensemble réinjecté dans l’action (3.2.30) permet d’écrire : 


Plu) = Soar + YO Hele) È da + dut, D) F Ga 
= Sbulk + ` if [Pale = TRUR) (3.2.34) 


où nous introduisons des champs primaires renormalisés. Notons que la deuxième ligne 
est le point de départ du schéma minimal et qu’alors simplement [¢,], = ¢?. L'expression 


ci-dessus permet d’écrire toute amplitude comme : 


Alu] = Aruh] (3.2.35) 


Reprenons le développement de la section précédente et adaptons-le au cas qui nous intéresse. 


Nous avons (3.2.15) : 


_ 1 
-5 louf ba ha—1 a T hathp—2,,a,,b | 
e 2 Hf bot 5° wwf bb. opt... 
(3.2.36) 


Encore une fois, le second ordre après OPE devient : 





w+L 
= c a 1 
) ghathe-20 ey p | P(w) l Ce (3.2.37) 
a,b 


we 
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Pour ha + hy — he # 1, nous pouvons calculer l’intégrale génériquement : 


Cp 
oe Po - 3.2.38 
> Co Hin ne [eeu (3.2.38) 





Compte-tenu de l’équation (3.2.31) et du développement (3.2.36), nous devons résoudre : 





Cas = 

he-1 c c a, b 

e ° = < 3.2.39 
eð (- £ > Con Lp de) ( ) 
Ce qui donne l’équation : 


Ce + 


he + 1 — ha — he 


L he+1—ha—hp 
+Y Catu p (=) ) — 0 (3.2.40) 
a,b 


A l’ordre quadratique rien sinon l’ordre linéaire dans les fonctions bêta des couplages u° et 





chet (o — Dur + 8° > Cas (Bu? + p°? + (he — Dur) 


a,b 


u? ne doit contribuer. Du reste, elles sont triviales compte-tenu de la formule ci-dessus. Suppo- 


sons donc que nous avons pour tout a : 


B° = (1— ha)? + 08° (3.2.41) 


avec 03° d’ordre 2. La formule précédente à l’ordre quadratique dans les couplages toujours, 
devient simplement : 


giem (ss +> Carney) > 0 (3.2.42) 


a,b 


Dans le cas où he + 1 — ha — hy < 0, on trouve : 


= X CR = BH (1 hut- DC He (3.2.43) 
a,b a,b 


Dans le cas contraire, si he + 1 — ha — ha > O le terme est non divergent et ne contribue 


simplement pas a la fonction béta qui est donc trivialement : 


Bo = (1 — hau! (3.2.44) 


Ceci implique que le groupe de renormalisation n’est pas sensible ici aux divergences IR. 
Le cas intermédiaire, résonant, he + 1 — ha — hp = 0 n’est pas difficile à résoudre en revenant 
à la formule (3.2.39) et en remplaçant : 
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© ees ee L 
E l 3.2.45 
hilek "E ane 
Alors nous obtenons encore : 
pe = (1— Ae) -Y Oa up (3.2.46) 
a,b 


Nous pouvons condenser toutes ces formules sous la forme : 


p° = (1 = he) a = ` Oue O(ha F hy = he = 1) (3.2.47) 
a,b 
avec O(x > 0) = 1 et 0 sinon. 


Comparaison entre les deux schémas et remarques sur les résonances 


Dans ce schéma, les fonctions bêta sont donc différentes de celles du schéma de soustraction 
minimale. Cela tient au fait que, dans ce schéma, le groupe de renormalisation analyse directe- 
ment le comportement de la théorie dans l’UV. Les quantités dérivées dans les deux schémas 
sont cependant reliés par une simple redéfinition des champs, comme par exemple dans la for- 
mule (3.2.34). Le calcul détaillé de Gaberdiel et al. est intéressant à cet égard. Ainsi, 
la différence entre les fonctions bêta de ces deux schémas ne tient qu’à une redéfinition des 
champs. Ceci implique que l’interprétation des fonctions bêta en tant qu’ équations du mouve- 
ment est délicate, et il faut comprendre que l'identification n’est possible qu’à une redéfinition 
des champs près. 

Toutefois, à la résonance, les fonctions bêta des deux schémas sont exactement égales. C’est 
un résultat important impliquant que les résonances fournissent des contributions universelles 
aux fonctions bêta, c’est-à-dire qui ne dépendent pas du schéma de renormalisation et sont donc 
invariantes par redéfinition des champs. Naturellement, nous sommes tentés d’interpréter ces 
fonctions bêta comme équations du mouvement. Nous verrons dans les sections [5.2]et[6.2]que 
cela est encore assez délicat, du fait des ambiguités de redéfinition des fonctions bêta par des 
termes proportionnels à des fonctions bêta, c’est-à-dire nuls lorsqu'elles sont identifiées à des 


équations du mouvement, selon 3; = 0. 


Chapitre 4 


Généralités : Condensation de tachyon de 
cordes ouvertes 


Nous allons à présent discuter des théories pré-existantes de condensation de tachyon dans 
des systèmes de branes. Dans la section [4.2] nous développerons les concepts et les outils dans 
le cadre de la théorie bosonique, où nous verrons en détail les différents modes de condensation 
de tachyon ainsi que les objets qu’ils produisent. Puis, dans la section|4.3]nous les adapterons a 


la question de la condensation de tachyon en théorie des supercordes. 


Il convient d’étudier tout système préalablement en théorie bosonique, car l’intuition peut y 
prendre plus de place. En effet, la dynamique des fermions est souvent peu intuitive et peut faire 
perdre de vue la pertinence d’une étude. En outre, il est souvent pratique de tester préalablement 
des outils en théorie bosonique car plus simple à manipuler. Voici quelques références utiles et 


détaillées sur la condensation de tachyon [118|[113] 111,77]. 


Dans la section suivante nous discuterons du potentiel effectif du tachyon et nous verrons 
comment introduire la condensation ainsi que les vides stables et instables. Nous montrerons 
que par condensation on peut atteindre un vide stable non tachyonique et nous étudierons sa 
nature. Nous verrons qu’il s'identifie à une théorie des cordes fermées [12]. Nous 
établirons dans les sections et|4.2.2|ensuite l’existence de solutions à dépendence spatiale 
ou temporelle permettant d’interpoler de vide stable à vide stable ou de vide instable à vide 
stable. Enfin dans la section [4.2.3] nous discuterons brièvement de la connexion des CFT de 


condensation aux modèles intégrables. 


4.1 Tachyon, vide stable et potentiel effectif 


Au sein de certaines théories des cordes, des excitations tachyoniques sont iden- 
üfiées dans le spectre de masse des cordes ouvertes ou fermées. Or ces théories décrivent des 
théories de cordes ”’classiques”, c’est-à-dire qui ne sont pas exprimées en raison de champs 
quantifiés, et pour lesquelles il n’existe pas a priori de notion de champ de corde et de potentiel 
effectif. Cependant, compte-tenu de ce qui a été développé plus haut, ces théories des cordes 


doivent être identifiées à des maxima locaux dans des théories des champs effectives au sein 
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desquelles, les cordes sont les quanta de perturbation des champs quantiques correspondants|| 

Ainsi, toute théorie des cordes ayant un ou des tachyons dans son spectre est-elle localisée 
dans le paysage d’une théorie des champs effective en un vide instable [118]. Par 
conséquent, du point de vue d’une théorie des champs de cordes, il ne s’agit pas d’un vide per- 
tinent à étudier. A l’inverse, s’inspirant de ce qui a été dit, il serait imaginable d’impo- 
ser à la théorie des cordes de quitter son vide instable et d’évoluer du vide initialement ’tachyo- 
nique” vers son vide stable} Ce procédé est précisément ce que l’on entend par condensation du 
tachyon en théorie des cordes. Il existe en fait des modes de condensation plus généraux que ce- 
lui, dynamique, qu’on vient de présenter. On peut en construire dépendant de l’espace, d’autres 
du temps et certains des deux, c’est-à-dire en général des modes de condensation localement 
dépendant des coordonnées de l’espace-temps cible. Enfin on peut aussi imaginer simplement 
transporter le système à la main dans son vide stable. Il s’agit alors de condensation statique 
homogène. 

Il existe cependant une condition importante à respecter : le mode de condensation doit être 
une solution des équations du mouvement de l’action effective. Comme nous l’avons vu dans 
le chapitre précédent, cette propriété s’exprime aussi dans la théorie de surface de corde, en 


termes de contrainte de marginalité exacte, c’est-à-dire d’invariance conforme de la théorie. 


Vide stable et condensation statique homogène 


L'étude du vide stable est de première importance. En effet, il s’agit d’identifier sa nature et 
sa composition en éléments fondamentaux — branes, cordes. Nous pourrions alors déterminer la 
nature du système stable correspondant et par conséquent ce en quoi un système instable pour- 
rait évoluer. Dans un premier temps, nous allons examiner un cas de condensation homogène et 
statique, c’est-à-dire que nous placerons à la main le tachyon constant en son — ou un de ses — 
vide stable. Puis, dans la section suivante, approfondir la question de la condensation locale. 

Dans ce cas de solution constante, on s’attend intuitivement à ce que ce vide ob- 
tenu soit celui des cordes fermées à 26 dimensions en théorie bosonique et 10 dimension en 
théorie de supercordes. En effet, la symétrie de Poincaré dans le volume d’univers de la brane 
est conservée par cette solution et le vide est par définition stable. Or un vide de corde ouverte 
ne semble pas compatible avec ces propriétés, puisqu’en premier lieu le tachyon doit avoir dis- 
paru] et qu’en second lieu on impose à la solution d’être indépendante des coordonnées le 
long de la brane. Notons cependant que rien n’empêcherait a priori l’existence d’une brisure 
spontanée de la symétrie de Poincaré; mais il s’agirait alors d’un phénomène relevant d’une 


condensation locale. 


Il est possible de prouver [118] 138] que ce vide est effectivement celui d’une 





1. On pourra lire sur les actions effectives en théorie des cordes [37][36]. 
2. La littérature emploie souvent, par un évident abus de langage, que le ”vide tachyonique” est le vide stable. 
Il ne convient pas d’utiliser cette appellation trompeuse quitte à s’éloigner du choix des auteurs. Dans cette thèse 


le ”vide tachyonique” est défini par le vide instable. 
3. Une façon de se débarrasser d’un tachyon sur une brane est d’ajouter de nouveaux champs. Par exemple 


un champ de jauge constant peut permettre de décaler le spectre de masse suffisamment pour compenser la sous- 
traction à l’origine du tachyon. Cependant, c’est un procédé ad-hoc qui n’aide pas à comprendre le mécanisme 


naturel” de condensation de tachyon puisqu’il s’en débarrasse. 
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théorie des cordes fermées, autant en théorie bosonique qu’en supercordes, c’est-à-dire que 
la brane — sur laquelle n’existe que des cordes ouvertes — a la capacité d’imiter un vide de 
corde fermée de dimension maximale dans l’espace-temps complet. En effet, la théorie de corde 
fermée obtenue est bien uniforme dans l’espace à 26 ou 10 dimensions et non uniquement le 
long du volume de la brane. Ceci est justifié par l’argument que la tension de la brane est 
(quasi-)nulle dans ce vide, de telle sorte qu’elle s’y déforme — par fluctuations puisque la brane 
est entité dynamique — infiniment dans les dimensions transversesf| jusqu’à se répandre dans 
l’espace entier. 

Plus concrètement, il se produit une matérialisation des flux électriques le long de 
la brane. Ils sont accompagnés d’un confinement leur donnant une forme linéaire ou 
bien circulaire. Enfin, leur tension est quantifiée en la valeur de la tension de corde ; ce qui im- 
plique qu’ils se matérialisent sous forme de cordes fondamentales. Par exemple, en connectant 
les deux extrémités séparées d’une corde ouverte, ils reforment une corde fermée. Il semble que 


la brane finisse par se désintégrer de cette manière. 


Il en découle un certain nombre de propriétés essentielles qui doivent étre vérifiées par le 
potentiel effectif et les caractéristiques observables du système branaire instable, en particulier 
l’énergie, la pression et les diverses charges — une brane étant couplée à divers champs de cordes 


fermées. 


4.1.1 Contraintes sur le potentiel effectif 


Nous noterons le potentiel effectif V (T). La propriété d’ existence d’un vide de corde fermée 
implique que la brane soit autour ce vide de tension nulle [108] [118] ; ce qui est équivalent à 
demander qu’elle soit totalement dissipée. Le long du potentiel, la tension de la p-brane — la 


densité d’énergie de masse en somme — est donnée par la combinaison : 


Typ = T, V(T) (4.1.1) 


On suppose que le vide est atteint pour T = Tr pour à = 1... N, si en toute généralité il 
existe N vides stables/| Ainsi, l’hypothèse impose : 


V(0) = 1 et V(T) = 0 (4.1.2) 


Notons dés à présent que ce résultat est compatible avec la plupart des potentiels effectifs 
obtenus en théorie des champs de cordes ouvertes (OSFT) [84], à part en théorie boso- 
nique pour des problèmes d’analycité et d’asymétrie, mentionnés dans la note 0) 
ci-dessous. En outre, quelques actions effectives de tachyon obtenues dans le cadre des théories 
conformes avec bord, confirment ce comportement [77]. 





4. Dans la limite de tension nulle, le système devrait croiser la valeur de la tension de corde donc la brane 
devrait finalement se désintégrer en cordes. 

5. On suppose qu’ils sont tous des minima globaux. La question des minima locaux est plus difficile à adresser. 
En outre, l’ensemble de ces vides peut ne pas être dénombrable, ce qui se produit dans le cas D — D, puisque le 


tachyon est complexe. 
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Le potentiel de tachyon a en outre été prouvé universel par Sen [111], c’est-à-dire qu’il ne 
dépend pas des valeurs classiques des autres champs de fond comme par exemple la métrique 
ou le dilaton. Il s’en suit que l’on peut tout aussi bien étudier la condensation de tachyon en 
espace ouvert ou en espace compact, et ce en utilisant une même expression du potentiel. Par 
conséquent, on s’attend à ce que les solutions obtenues ne diffèrent pas significativement dans 
un cas par rapport à l’autre. Une représentation souvent utilisée, presque canonique aujourd’hui 
est : 


1 


Die = = — 
Le cosh aT 


(4.1.3) 


avec a = 1/2 en théorie bosoniquel®| et a = 1/V2 en supercordes. Il est représenté sur la 


figure 


VCT) 








FIGURE 4.1 — Potentiel effectif canonique pour le champ de tachyon. 


L'argument T peut aussi être remplacé par un module complexe, par exemple dans le cas 





D — D. Ainsi si le tachyon est réel, on dénombre généralement deux vides distincts TF — +00 
qui vérifient mais brisent spontanément la symétrie Zə. Tandis que si le tachyon est complexe 
l’ensemble des vides n’est plus dénombrable mais vérifie et brise spontanément la symétrie 
U(1). 


Dans le cadre des supercordes, on trouve fréquemment dans la littérature les représentations 
suivantes : 


V(T) € aa aoe =a} (4.1.4) 


avec p et y des constantes arbitraires ici — elles peuvent être réabsorbées par redéfinition 
des champs dans le tachyon. On s’attend en général à ce que la théorie correspondante puisse 





6. Ce point est peu délicat et dépend de quel tachyon on parle. Par exemple, cette forme est correcte pour un 
tachyon interbranaire dans le cadre d’un système de branes bosoniques parallèles. Mais elle ne l’est a priori plus 
pour un tachyon vivant sur une seule brane parce que le potentiel y est asymétrique — voir figure (4.2). On pourrait 
faire une continuation analytique des supercordes vers la théorie bosonique, mais le lagrangien effectif obtenu n’est 
pas compatible avec le calcul de la fonction de partition : la correspondance est non-analytique autour de T = 0. 
On pourra par exemple comparer les études de Tseytlin avec la discussion de Kutasov et Niarchos dans [77]. 
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être amenée, par redéfinition des champs, sous une forme telle que le potentiel effectif y est 


canonique. 


En revanche, dans le cadre des cordes bosoniques 136| 1127] pour un tachyon de corde 
ouverte dont les extrémités sont attachés à une même brane, on obtient par calcul direct dans le 
cadre de la BSFT, : 


V(T)=eT(1+T) (4.1.5) 


Comme nous pouvons le constater dans sa représentation graphique — figure 42] - le po- 
tentiel n’est pas minimisable dans la région T’ < 0 de telle sorte que toute condensation y est 
catastrophique, c’est-à-dire perpétuelle et sans jamais atteindre de vide stable, ce qui ne peut 
évidemment pas être d’un grand intérêt. |"| On ne s’intéresse donc généralement qu’à la partie 
minimisable T > 0 du potentiel. Dans ce cas, on peut se ramener à l’étude d’un tachyon dans 
un potentiel symétrique. 


VCT) 


0.5F 








FIGURE 4.2 — Potentiel effectif pour le champ de tachyon obtenu explicitement en théorie des 
champs de corde bosonique. 


Contraintes sur les observables du système 


Nous disions que la nature du vide de corde fermée impose des contraintes sur les obser- 
vables de la théorie branaire, par exemple l’énergie, la pression ou les diverses charges. 

Premièrement, l’ énergie doit être identiquement nulle dans l’espace-temps entier, restaurant 
ainsi la symétrie de Poincaré brisée spontanément par la brane. Or la densité d’énergie de la 
brane dans le vide est donnée par sa tension (4.1.1). Le profil de la brane dans le vide tachyo- 
nique étant en outre une fonction delta de Dirac 6‘?-?-!)(x+) — on suppose que la brane est 
placée en x+ = 0 qui par symétrie de translation permet toujours de conserver un point de vue 


général — nous avons alors, du vide instable au vide stable, la transition suivante : 





7. Les effets tunnel vers cette région ne devraient pourtant pas être négligeables. Ils seraient même probable- 
ment dominants, mais n’oublions pas que la théorie bosonique est de toute façon pathologique à cause du tachyon 
de corde fermée. 
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e = TOP Pot) — eo = TV (To) = 0 (4.1.6) 


où 6(2-1)(0) est simplement le volume du vide à un instant t. La densité d’énergie £ s’an- 


nule donc dans le vide stable à condition que le potentiel s’annule également. 


Deuxiémement, la pression aussi est censée s’annuler : on nomme pression les composantes 
diagonales 7;; du tenseur énergie-impulsion perpendiculaires à celle de l’énergie € = Too. En 
effet, si l’on s’attend bien à obtenir un espace-temps vérifiant une symétrie de Poincaré, ho- 
mogène, alors cet espace — en l’absence de contrainte a priori — doit être plat. Rappelons que 
cela est justifié par l’argument que la tension effective de la brane tend vers zéro et que par 
conséquent elle fluctue sans coût énergétique en tout point de l’espace, de façon totalement ho- 
mogène — autrement dit les fluctuations ne sont plus contrôlées. De la sorte, on peut justifier que 
la pression doit également tendre vers zéro et même être tout à fait nulle dans le vide de corde 


fermée. 


Enfin, rappelons que l’on assimile une brane à une source de cordes fermées. Entre autre, 
nous avons vu qu’elle constitue une source d’énergie et de pression, et plus généralement 
d’énergie-impulsion : T,» # 0. Or par la relation d’Einstein Guy x T, elle constitue donc 
aussi une source de graviton. De même on sait qu’elle constitue une source pour le champ B,, 
et pour le dilaton ®. En supercorde, il faut en outre étudier son couplage aux champs Ramond- 
Ramond via les termes de Wess-Zumino, ce que nous verrons un peu plus en détail dans la 
section [4.3] L’ expression conjecturée de l’action effective de basse énergie — à l’ordre 
des arbres — sur une brane bosonique|| ou une brane non BPS — au terme WZ près — est : 





Sess = —T, | do e ŸV(T) y/— det (Gas + Bap + 270 Fap + OT OT) (4.1.7) 


On nomme cette action TDBI pour tachyon-Dirac-Born-Infeld. Les champs Ga» et Bay sont 
ici les ”pullback”, sur le volume d’univers de la brane, de la métrique et du champ de Kalb- 
Ramond d’espace-cible. Quant au champ Fab, il s’agit du tenseur de Maxwell du champ de 
jauge U(1) de corde ouverte, hébergé sur le volume de la brane. Dans le cas d’une simple 
brane bosonique ou non BPS, le tachyon n’est pas couplé à ce champ. Si ce dernier survit à 
la condensation, alors que les cordes ouvertes doivent avoir disparu, nous avons un problème. 
Cela se produit également dans le système D — D. On pourra lire à ce propos les discussions 
de Sen ainsi que de Bergman et de Yi [138]. Il est admis à présent qu’à cause 
du potentiel tachyonique ce champ électrique est confiné en tube de flux autour du vide stable, 
permettant ainsi, comme on l’a expliqué plus haut, la formation de cordes fermées. 

En effet, le potentiel peut être réabsorbé dans le terme cinétique du champ de jauge, mais il 
réapparaît alors dans l’expression de la constante de couplage de jauge en 1/V. Par conséquent, 
lorsque V — 0, la constante de couplage tend vers l’infini et la théorie de jauge est fortement 
couplée. Un phénomène non-perturbatif analogue se produit sur des M-branes et on trouve 





8. Au moins, en ce qui concerne le tachyon interbranaire d’un système de deux branes bosoniques parallèles. 


Voir discussion dans la note 6. Mais cette forme est probablement valable de façon générale. 
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effectivement que cela mène au confinement du champ de jauge sous la forme de tube de flux. 


Maintenant, suite à la condensation, si nous sommes en présence d’un vide de corde fermée, 
alors les seules cordes pouvant apparaître proviendraient de fluctuations quantiques du vide. 
Or dans un vide stable, les valeurs des observables ne sont pas modifiées par les fluctuations 
quantiques, puisque cela serait paradoxal. Par conséquent, il faut trouver que toutes les sources 
de champs s’annulent en T, 

C’est ce que l’on obtient en faisant tendre T > T, (9 dans l’action (4.1.7) puisqu’alors 
Ses — 0. Cependant, il faut être plus rigoureux que cela pour converger sur une conclusion, 
puisque comme nous l’avons montré on peut toujours réabsorber le potentiel tachyonique dans 
les champs. Une étude rigoureuse des états de bords permet de montrer que les 
sources de cordes fermées disparaissent effectivement. Plus précisément, l’annulation de l’état 
de bord dans le vide stable |B) — 0 est identifiée sans équivoque à la disparition complète de 
la brane représentée par cet état de bord. Enfin, l’absence de brane implique l’absence de corde 
ouverte. 


Ainsi, nous venons de voir que le vide stable du tachyon est bien le vide des cordes fermées, 
bien que la théorie initiale soit celle d’une brane, c’est-à-dire dans laquelle les excitations fon- 
damentales sont des cordes ouvertes. Maintenant, nous pouvons étendre cette étude à des modes 
de condensation locaux dans l’espace-temps, c’est-à-dire brisant spontanément la symétrie de 


Poincaré dans l’espace-cible donc associés à la formation de défauts topologiques. 


4.2 En système de branes bosonique 


Nous sommes à présent amenés à décrire et à classifier l’ensemble des solutions de conden- 
sation dérivées de l’action effective TDBI (4.1.7). Pour ce que nous souhaitons étudier, on peut 
cependant se restreindre à l’action effective tachyonique : 


S= TE V(T) V1 + 0,7 O°T (4.2.1) 


De plus nous savons que cette action est valide universellement — cf. chapitre |1|- à la 
différence de l’action TDBI (4.1.7). Comme nous le disions ces solutions peuvent étre de 
différents types. Nous venons de présenter le cas constant. Or ces solutions peuvent aussi étre : 
homogènes si elles dépendent uniquement du temps et inhomogènes si elles dépendent aussi de 
l’espace. Nous verrons aussi un cas particulier de solution dépendant du temps interpolant entre 


un vide instable et un vide stable. 


4.2.1 Solutions de condensation spatiale : ressaut et rebond 


Nous verrons tout d’abord le cas des solutions inhomogènes statique, qui correspondent 
donc à une désintégration spatiale d’une p-brane instable. On en distingue deux sortes : les 
solutions interpolant entre deux vides stables distincts, auxquels on se réfère dans la littérature 


sous le nom de ressaut ; et les solutions interpolant d’un vide stable vers lui-même, ce que l’on 
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nomme rebond. Dans chaque cas, en utilisant l’interprétation qu’un vide stable est un vide de 
corde fermée, on s’attend à ce que la solution représente une (p — 1)-brane. 

Dans le cas bosonique, ces deux solutions décrivent en réalité strictement la même chose 
par une sorte d’équivalence des théories conformes les décrivant sur la surface de la corde) En 
outre, en supercordes, il n’existe que des solutions de ressaut — et vortex — pour des questions 
de topologie. On s’attend donc à ce que le ressaut soit l’objet fondamental d’intérét dans la 


condensation inhomogène. Par la suite on y attachera donc plus d’importance qu’au rebond. 


Solution de ressaut 


Nous nous baserons sur les articles de Sen [108| |113] principalement. Les détails pourront 
s’y trouver, nous ne ferons donc qu’un survol de son étude. Ses arguments vont comme suit. 


Comme nous le disions, le potentiel de tachyon est universel. Il s’en suit que l’on peut tout 
aussi bien étudier la condensation de tachyon en espace ouvert ou en espace compact, et ce en 
utilisant une méme expression du potentiel. Par conséquent, on s’attend a ce que les solutions 
obtenues ne diffèrent pas significativement dans un cas par rapport à l’autre. 

Ainsi, Sen propose d’étudier dans le cadre de la théorie conforme de bord la condensation 
de tachyon en espace compact de type cylindrique — ot la T-dualité est définie. Cette étude est 
particulièrement simplifiée par |’ apparition d’une symétrie[| SU(2)r x SU(2)r cachée [97], à 
une certaine valeur de rayon de compactification R = Val. Cette symétrie concerne uniquement 
le champ scalaire compact, et implique simplement que les modes de ce champ vérifient une 
symétrie supplémentaire permettant donc de les classer. 

La configuration que Sen propose d’étudier est la suivante. Supposons que l’espace n’est 
compactifié que le long d’une seule direction que nous noterons X de rayon R et que deux 
branes superposées s’enroulent autour de cette direction. Il existe 4 secteurs de cordes ouvertes 
se transformant selon la symétrie de jauge U(2) et plus précisément dans la représentation ad- 


0,1,23. Dans chacun de ces secteurs il existe un 


jointe de U(2), composée des matrices de Pauli o 
tachyon — c’est un cas particulier en théorie bosonique. Toutefois, seul un secteur est réellement 
intéressant ici : il s’agit du secteur interbranaire ot? car il est l’unique secteur à admettre un 
tachyon en théorie des supercordes. Rappelons qu’en théorie bosonique, l’existence du tachyon 
de corde fermée est pathologique ; ultimement, les travaux accomplis dans ce contexte sont des- 
tinés à être réutilisés en théorie des supercordes. Pour cette raison, Sen ne se focalise que sur la 
condensation de ce tachyon, et nous suivrons cet engagement. 

Ensuite, nous l’avons dit plus haut, La condensation de tachyon en théorie bosonique est en 
général mal définie pour T' < 0 à cause du puits de potentiel infini. Cependant, parce que nous 
étudions un tachyon du secteur interbranaire, nous avons que V (T) est défini symétrique Z» 
sous la forme (4.1.3). Par conséquent on s’attend a trouver des solutions topologiquement non 


triviales interpolant entre deux vides distincts. 


En suivant la méthode de Sen, il est possible de ne construire qu’un seul soliton. Dans ce 


but, il impose au tachyon d’être anti-périodique en allumant une demi-unité de ligne de Wilson 





9. Notons cependant que la solution de rebond a été beaucoup étudiée dans la littérature en OSFT (87][58][731. 
10. Plus spécifiquement une algébre de courant 
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dans la direction compacte, c’est-à-dire le long de X dans le secteur minimalement couplé à 


gi? : 


g zR f ax (4.2.2) 


Dans cette configuration, Sen montre que le mode tachyonique associé à X et vérifiant cette 


anti-périodicité 


T(x) = a cos — (4.2.3) 


devient non massif en R. = R/ 2. Comme il est en outre possible d’obtenir une dimension 
compacte de rayon R/2 en imposant un twist hx = e’?X™® sur une dimension compacte de 
rayon À, c’est-à-dire en ne sélectionnant que les champs identifiés sous cette translation X — 
X +7R. Nous pouvons donc exprimer la théorie compactifiée au rayon Re sous la forme d’une 


théorie au rayon R. Or chose pratique, en R = R l'opérateur de vertex du tachyon 


V=0,8 a cos X = 01 Q 5 06 (4.2.4) 


est identifié à une ligne de Wilson, en terme du courant SU (2) 06, et est donc exactement 
marginal pour toute valeur de œ. Lorsque nous avons cette propriété, on dit que la théorie est une 
CFT et les couplages de cette CFT constituent les fonds classiques des champs correspondants 
dans l’espace-cible — c’est-à-dire les solutions des équations du mouvement de l’action effec- 
tive. En dehors du rayon auto-duale R = R en revanche, Sen montre que la marginalité exacte 
n’est assurée qu’en deux valeurs a = 0 et a = 1/2 parce qu'autrement le tachyon développe 
un tadpole. 

Le fond a = 0 est clairement identifié au vide tachyonique instable. A l’inverse, le fond 
a = 1/2 est identifié avec une solution de ressaut. Le profil de surface de corde correspondant 
est sensiblement favorable|!!|a cette interprétation (voir figure (4.3). 

















0 i 





0 7/2 
FIGURE 4.3 — Solution de ressaut sur x € FIGURE 4.4 — Solution de ressaut dans 
{0; T}. Le soliton est localisé en x = 7/2. l’espace-cible 





11. En fait, l’espace-cible à cause du facteur de CP voit plutôt T(a)?. Dans ce point de vue, la solution ressemble 


plus à un rebond, mais cela prouve simplement que l'interprétation est un peu ambiguë. Voir plus loin. 


112 Deuxième partie. Section 4.2 





Sen montre en effet que la CFT associée à ce ressaut est bien celle d’une brane localisée au 
point de l’espace où T = 0, soit ici x = 7/2. Les valeurs de T correspondant au vide de corde 
fermée sont donc dans cette description T = +1/2. Cependant, il faut noter qu’il s’agit là de 
la description du processus sur la feuille d’univers d’une corde, c’est-à-dire que l’opérateur de 
vertex (4.2.4) correspondant au fond est ce que perçoit la corde et non ce qui est effectivement 
dans l’espace-cible. C’est une distinction importante. En réalité, dans l’espace-cible, le profil 
de la solution ressemblerait à une fonction d’ Heaviside (voir figure 4.4). 


En suivant la construction de Sen, nous avons donc obtenu la solution de ressaut dans un 
espace compact. On s’attend évidemment a ce que cette solution existe aussi dans la limite de 
décompactification, i.e. pour À — oo. Comme nous avons vu, c’est en effet le cas tant que 
a = 1/2. Or Sen montre aussi que le fait d’augmenter le rayon n’a bien aucune incidence 
sur la nature de la solution, c’est-a-dire qu’il s’agit toujours d’une (p — 1)-brane. Cependant, 
la forme de la déformation sur le worldsheet change. Naivement, on l’écrirait proportionnelle 
a cos X/2R, mais alors elle ne serait plus marginale et il faudrait ajouter des perturbations 


supplémentaires pour conserver cette propriété. 


Solution de rebond 


Nous disions plus haut que l’on pouvait aussi décrire cette brane de codimension 1 sous la 
forme d’un rebond. Cela se fait naturellement en supprimant la ligne de Wilson et en rétablissant 
la périodicité. Au rayon auto-dual R = R = 1, nous construisons un tachyon tel que simple- 


ment: 


T(x) = o Q acos X = o! @add (4.2.5) 


Comme précédemment, ce tachyon est exactement marginal pour tout a au rayon auto-dual 
et uniquement en a = {0,1/2} en toute autre valeur du rayon. Par conséquent il constitue 
toujours une solution des équations du mouvement. Or on peut montrer qu’il décrit visiblement 
en cette valeur une interpolation spatiale d’un vide stable vers lui-même, prenant la forme de 
deux (p — 1)-brane localisées en x = {0, mR}. Cela est suggéré par la forme du tachyon|"?] de 
la surface de corde conjugué au fait qu’on obtient explicitement que les solitons sont localisés 
en x = {0,7}. C’est bien ce qu’on appelle une solution de rebond (voir figure|4.5). 

Ce résultat est donnée explicitement dans [113]. Sen y obtient une expression pour la ”fonc- 
tion d’onde” de la brane — plus spécifiquement, il caractérise l’état de bord |B) = |B)», ® 
|B) x 8 |B},n dans la direction|!*] X par : 


+00 
|B)y x 5 sin” (ar)e” X | |0), (4.2.6) 


n=— CoO 





12. Encore une fois la donnée importante est le tachyon carré que l’on peut aisément se représenter à partir de 


la figure (4.5). 
13. Les autres directions ne sont pas relevantes ici car découplées. 
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FIGURE 4.5 — Profil de rebond avec a = 1/2 centré sur la brane localisée en x = 7. 


avec |0}, le vide invariant de corde fermée SL(2,C). Nous avons modifié un peu sa formule 
pour l’adapter à notre présentation et telle qu’ici le tachyon contient le facteur CP ot qui ne 
sélectionne que les puissances paires dans la formule ci-dessus. Ainsi, la source des cordes 
ouvertes, i.e. la fonction d’ onde de la brane est proportionnelle à : 


+00 


f(x) = y sin” (are ?"* (4.2.7) 


n=— o0 


Or en a = 1/2, cela se resomme précisément sous la forme d’un peigne de Dirac : 


fers) (4.2.8) 


qui décrit donc deux branes de codimension 1 localisées en x = 0 et x = 7 sur un espace 
compact de rayon À = 1. En généralisant à tout R ce mode de condensation doit donc faire 
correspondre une paire de branes coincidentes à un ensemble de branes séparées par une dis- 
tance A = mR. Notons que ce système est stable géométriquement pour tout À par symétrie 
du système. Au passage, la déformation T(x) = o! ® (1/2) cos X pourrait aussi décrire, si la 
direction X était non compacte, un ensemble infini de branes périodiquement espacées d’ une 


distance Az = 7. Cet ensemble est également géométriquement stable parce qu’il est infini. 


Vide de corde fermée 


Maintenant, nous avons ici accès à une forme de preuve sur la nature du vide stable, car 
nous verrons que l’on peut contraindre par un court raisonnement les valeurs asymptotiques du 
potentiel effectif V (T). Nous proposons de le montrer succinctement en suivant les arguments 
de Sen. 


Notons +7, les valeurs dans l’espace-cible du tachyon au vide stable. D’un point de vue 


énergétique, on veut prouver que l’on a: 


V(+To) = 0 et V(0) +27, = 0 (4.2.9) 
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avec T, la tension de chacune des branes. Or, si cela n’est pas vérifié alors l’ énergie totale 


de la configuration est : 


f aT V(T) + 00 (4.2.10) 


A l'inverse avoir montré que le ressaut est une p — 1-brane ayant une tension finie 7), 1, 
p 


prouve qu’il faut : 


fer V(T) = Ty-1 < 00 (4.2.11) 


de sorte que les contraintes sont immédiatement validées. Notons entre autre que la 
formule canonique du potentiel en théorie bosonique 2T,/ cosh(T’/2a‘) valable pour un tachyon 
dans le secteur ot permet d’obtenir en intégrant le tachyon le long du demi-espace ouvert|”] 
x € [0 rR]: 


+00 
f dT V (T) = 2ra T, = 74 (4.2.12) 

Ainsi, les solutions de ressaut et de rebond (en œ = 1/2) décrivent bien une brane de codi- 
mension 1 entourée de part et d’autre d’un vide de corde fermée. 


A partir de la solution statique inhomogène, il est possible d’obtenir par continuation analy- 
tique — on parle de rotation de Wick dans ce cas — une solution dépendante du temps et dont les 
propriétés découlent immédiatement de celles de la solution de ressaut. Il s’agit de la solution 


de tachyon roulant, c’est-à-dire dynamique. 


4.2.2 Solutions de condensation temporelle : S-brane, solutions hybrides 


Il existe trois sortes de solutions dépendant du temps, bien distinctes cette fois-ci : les 
solutions asymptotiquement stables, auquel on se réfère en général sous le nom de S-brane 
complètel"| ; et les solutions interpolant entre le vide tachyonique instable et un vide 
stable, qui correspondent à ce que l’on appelle demi S-brane. 

Il existe aussi des solutions inhomogènes ou hybrides, mélangeant une condensation spatiale 


et une condensation temporelle que nous aborderons briévement en dernier lieu. 


S-brane complète 


La solution de S-brane complète est obtenue [113] directement a partir de la solution de 
ressaut par continuation analytique d’un espace-cible euclidien vers un espace-cible minkows- 


kien — ce qu’on appelle une rotation de Wick. Appelons X°, le temps euclidien et X° le temps 











minkowskien. La rotation de Wick effectue la continuation X° = iX?, avec X$ € R. La vali- 





dité de cette continuation implique que tout calcul effectué en temps euclidien est égal au calcul 





14. Il faut tenir compte de I’ orbifold h x qui identifie l’espace-cible à la moitié de l’espace total. 
15. S signifie space-like, c’est-à-dire de genre espace. 
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équivalent effectué en temps minkowskien. On étudiera ici un tachyon sur une seule brane. Son 


potentiel est asymétrique mais ce mode de condensation n’explore que le domaine T > 0. 


Le tachyon suivant décrit sur la feuille d’univers une solution de ressaut en temps euclidien : 


Tg = À cos X9, (4.2.13) 


En admettant que la direction X}, n’est pas compactifiée, cet opérateur de vertex est exac- 
tement marginal pour toute valeur de À et correspond donc à une solution des équations du 


mouvement. Par rotation de Wick, on obtient le tachyon dépendant explicitement du temps 


T = Xcosh X? (4.2.14) 


D’après le profil, ce profil décrit une solution de rebond” temporel. Or un rebond devrait 
être une brane de codimension 1 dans le volume d’univers de la brane instable ; donc le pro- 
fil devrait représenter une brane de codimension 1 et de genre espace, ce qu’on appelle 
une S-brane, c’est-à-dire un hyperplan de genre espace le long duquel les cordes ouvertes de- 


vraient vérifier des conditions de Dirichlet. 


Cette interprétation est fausse, nous allons maintenant voir pourquoi. Premièrement, la so- 
lution décrit un ensemble de rebonds situés périodiquement en x = 7[27]. C’est ce 
qu’on appelle des instantons. Or ce rebond temporel que l’on décrit par serait quand à 
lui localisé en z? = 0. Deuxièmement, comme nous l’avons vu, le rebond est effectivement une 
brane de codimension 1 mais uniquement pour À = 1/2. Or, en cette valeur, le rebond temporel 
est en réalité une configuration stationnaire d’ énergie nulle, c’est-à-dire le vide de corde fermée 
T = Tp. En effet, l’énergie associée à (4.2.14) et la fonction d’onde de la brane instable sont 
données par les expressions : 


T, 
E = a (cos(27A) + 1) < T, 
1 1 


= 4.2.15 
1lte*sindr 1+.e-*°sin Ar ( ) 





f(x") 


Cette solution dite de S-brane complète n’est donc jamais exactement une S-brane, mais 
plutôt une tentative ratée, c’est-à-dire que le système n’a pas I’ énergie nécessaire pour recons- 
truire la brane instable. En outre, une S-brane est interprétée comme un objet non-perturbatif 
associé à un effet tunnel d’un vide (méta)stable vers un vide stable distinct. Or ici, le vide initial 
et le vide final sont exactement les mêmes, il n’y a donc pas d’effet tunnel. Par conséquent, 
parler de S-brane, en tout cas dans cet exemple-ci est délicat. 

La situation associée au tachyon interbranaire étudié précédemment serait en ce sens sûrement 
plus pertinente puisque son potentiel admet deux vides stables distincts. Dans ce cadre, avec le 
facteur CP ø! la déformation est équivalente à une solution de rebonds périodiquement 
espacés et topologiquement non-triviaux. Elle décrit donc vraiment un ensemble d’instantons 
et la solution minkowskien correspondante doit décrire un effet non-perturbatif et non- 
trivial. Dans la littérature cet effet est nommé S-brane bien qu’il ne décrit pas spécifiquement 
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un hyperplan localisé avec des conditions de Dirichlet|!*| 


Notons enfin, qu’il y a une importante différence — énergétique — entre la condensation 
temporelle et la condensation spatiale. En effet, l’énergie est une donnée qui doit être tempo- 
rellement conservée, tandis qu’elle n’a pas de telle contrainte spatialement. Ainsi la solution de 
ressaut est entourée de part et d’autre d’un vrai vide de corde fermée à 26 dimensions, c’est- 
à-dire de densité d’énergie nulle. Or ce ne peut être le cas de la solution temporelle que l’on 
vient de décrire. Si E # 0 l’énergie étant conservée, même en T — + la théorie ne peut être 
celle d’un vide de corde fermée à 26 dimensions. Premièrement, si l’ énergie dans le ”vide” est 
non nulle c’est qu’il existe une source quelque part; dans le cadre de la théorie des cordes ce 
ne peut être qu’une brane. Deuxièmement, la théorie est celle d’une condensation de tachyon 
sur une brane instable, on s’attend donc à ce que l’énergie soit stockée dans ce volume et non 
au dehors ; ce qu’on voit facilement puisque les conditions de Dirichlet sur les coordonnées 
transverses à la brane instable ne sont pas modifiées par le tachyon. 


Ensuite, le calcul de la pression [114] montre que : 


Or d’après f(x°) s’annule pour 2° — +oo, c’est-à-dire pour Tws — +00.["] 
Compte-tenu qu’on ne connait pas la correspondance exacte entre une solution sur la surface 
d’univers et une solution d’espace-cible, il est a priori difficile de justifier l’identification de 
Tws — +œ avec le vide stable Tọ = +00. Cependant, puisque la pression s’annule, le système 
tend à devenir stationnaire asymptotiquement. Il parait donc raisonnable de faire cette identifi- 
cation. En dehors du comportement asymptotique, on ne peut pas plus identifier l’expression de 
Tws à celle de la solution d’espace-cible. On le voit bien en À = 1/2 puisque Tw s dépend du 
temps alors que le système physique est tout à fait stationnaire. 

Enfin, nous avons vu que le vide asymptotique stable du tachyon devait correspondre à une 
théorie des cordes fermées. Bien qu’il soit maintenant clair que la symétrie de Poincaré sur l’en- 
semble de l’espace-cible n’est pas restaurée ici, les arguments que nous avions avancés restent 
valables et en particulier celui du confinement qui ne dépend que de la valeur asymptotique 
du potentiel tachyonique. Ainsi, il apparaît que le vide asymptotique est en fait composé d’un 
ensemble de cordes fermées d’ énergie E 0 confinées dans le plan de la brane instable. 


D’après ces considérations, la solution de rebond temporel correspond donc physiquement à 
un gaz initial de cordes fermées non relativistes — pression nulle — conspirant à former une brane 
instable mais échouant et revenant à son état initial. On considère qu’il s’agit d’un système très 


peu physique car le degré d’ajustement est extrême. 


Demi S-brane 


Comme nous disions il existe une autre solution, dérivée en fait du cas précédent. Il s’agit 


du tachyon initialement (pour x° — —oo) placé au vide instable puis roulant asymptotiquement 





16. Dans la littérature pour faire la distinction, cet hyperplan de genre espace est nommé DS-brane pour 
Dirichlet S-brane. 
17. J’indique W S pour ”’worldsheet”. 
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vers le vide stable (en x° 


— +00). C’est une solution physiquement plus pertinente que la 
précédente parce qu’elle décrit un processus naturel de déstabilisation. 

En extrapolant les résultats précédents, on s’attend à ce que l’énergie soit constante et 
conservée à E = T, et que la pression chute et s’annule en 2° — +00. En outre, on s’attend 
aussi à ce que le contenu physique et sa répartition spatiale asymptotiques suivent le schéma 
précédent, c’est-à-dire un agrégat de cordes fermées non relativistes confinées et se propageant 
dans le volume d’univers de la brane initiale. Compte-tenu de l’énergie à disposition qui va en 
1/g, on peut imaginer que les particules décrites par les cordes seront extrêmement massives. 

On dérive les formules de l’énergie, de la fonction d’onde de la brane et de la pression à 
partir des formules précédentes. Rappelons que la S-brane correspond au tachyon : 


T}(x°) = A cosh z? (4.2.17) 


En revanche, la demi S-brane doit être décrite par la solution : 


Leo jee (4.2.18) 


Remarquons tout d’abord que la constante de couplage ¢ n’est pas vraiment pertinente puis- 
qu’on peut la réabsorber par translation temporelle. Maintenant, pour obtenir l’un à partir de 
l’autre, il faut appliquer à la solution de S-brane i) une translation temporelle 7° — x° — In A, 
puis ii) prendre À — 0 et enfin iii) appliquer de nouveau une translation temporelle pour faire 
apparaître Ç. 

Il pouvait apparaître a partir de que la seule solution telle que Æ = T, est la brane 
instable fixée au sommet du potentiel ; on voit donc qu’il n’en est rien et qu’il existe au moins 
une autre solution. Maintenant, en appliquant la transformation proposée sur E et f(x?) on 


trouve : 


1 


=y 4.2.19 
1+ rcer C ) 


E=T, et f(x) 

On a donc bien la formule souhaitée pour l’énergie, indépendante de Ç. D’autre part, l’état 

de bord le long de la direction X°, c’est-à-dire | Bo) œ f(x°) |0),, s’annule bien en zo — +00 et 
tend vers |0}, en z? — —oo. Similairement pour la pression, on trouve qu’elle chute et s’annule 


en x° — +œ et tend vers une constante asymptotiquement dans le passé. 


On comprend que cette voie de condensation est très importante pour les raisons suivantes. 
D'une part, on justifie qu’il s’agit d’une solution d’une grande pertinence physique, dans le sens 
où l’on ne s'interroge pas de savoir de quelle façon telle brane instable est apparue — qui est une 
autre question — mais de savoir comment elle va évoluer, et finalement se désintégrer et en quoi ; 
ce dont on peut répondre. D’autre part, la solution de demi S-brane est asymptotiquement libre 
dans le passé, contrairement a la S-brane complète, ce qui autorise à étudier les éléments de 
matrice-S (voir [77]). 
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Condensation temporelle et production de particule 


Les questions associées à la production de cordes fermées (non duales à des cordes ouvertes) 
proposées dans le cas bosonique par Lambert et al. dans puis continuées par Karczmarek 
et al. dans sont aussi applicables ici, puisqu'il n’y a aucune raison de les négliger. On 
pourra aussi lire [71]. L’intégrité de la brane en condensation temporelle n’est donc 
pas garantie et elle doit simplement s’évaporer au cours du temps sous la forme de ces cordes 
fermées non duales ultra-massives et non-relativistes. 

De sorte que la solution de tachyon roulant n’est physiquement valable que pour un temps 
relativement bref, de l’ordre de la constante de temps du processus, c’est-à-dire 1/|m| ~ a’. 
En effet, le couplage aux cordes fermées implique que Il’ énergie n’est pas conservée dans le vo- 
lume de la brane, contrairement à ce qu’on a pu supposer et démontrer en négligeant cette ques- 
tion. Notons cependant qu’il a été proposé — voir par exemple — que les cordes fermées 
produites correspondraient en fait à la matière tachyonique — c’est-à-dire seraient les cordes 
fermées duales produites par confinement — de sorte que la théorie de corde ouverte du tachyon 
roulant serait finalement valable. A l’heure actuelle ça n’est toujours qu’une hypothèse. 


Solutions hybrides 


On peut imaginer construire des solutions dynamiques dont la condensation donne lieue à 
une production — ou collision — de ressaut ou de rebond. En l’occurrence, on sait que le tachyon 


suivant est marginal : 


T(X°, X) = XetX° cos(k - X) (4.2.20) 
pour w? = 1 — k2. Cette déformation a été étudiée par Larsen et al. dans ainsi que 
par Sen dans qui montre que la marginalité exacte n’est atteinte qu’en k = 1/42. Par 
rotation dans le volume de la brane, on peut réexprimer k- X = |k| - Xz avec Xz la direction 
pointée par k. On montre par étude de la CFT et des états de bords que cette solution représente 
effectivement dans un espace non compact, pour x? — oo un ensemble d’objets de codimension 
1 equi-espacées d’une distance Ax = 2. Ces objets sont a priori des D(p — 1) branes mais 
leur tension est légèrement supérieure à T,,_; donc il a été proposé que l’ énergie en surplus 
est portée par des tachyons condensant sur chacune de ces branes. 


4.2.3 Connexion aux théories conformes et modèles intégrables 


Les solutions de ressaut et de demi S-branes décrivent comme nous l’avons vu des théories 
conformes. Celles-ci sont en fait bien connues sous les noms respectifs de modèle de bord de 
sine-Gordon et de théorie de bord de Liouville. Ces modèles ont été extensivement étudiés dans 
la littérature B1], en particulier en temps que modèles de physique statistique à 2 
dimensions. Sine-Gordon de manière générale] est connue pour être un modèle intégrable — 
c’est-à-dire totalement soluble — et Liouville pour décrire une théorie des cordes non-critique. 

Des outils mathématiques très puissants ont été développés pour résoudre ces théories — sa- 
chant qu’elles sont résolvables — et sont donc d’une grande aide dans l’étude de la condensation 





18. La théorie de bord en est une extension naturelle. 
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de tachyon. Il y eu des tentatives pour définir le tachyon roulant depuis une théorie de Liouville 
par rotation de Wick (56) [104], ce qui défini la théorie de Liouville de genre temps (TBL). 
En outre, il existe des extensions supersymétriques de ces modèles donc 
cela ne s’arrête pas au cas bosonique. En ce qui concerne le calcul des fonctions de corrélation, 
de la fonction de partition, des effets non-perturbatifs sur la surface de cordes, de la construc- 
tion des états de bord, pour ces théories l’essentiel est déjà connu. Malheureusement, elles ne 
représentent pas l’ensemble des modèles de tachyon condensant qui semblent consister en des 
généralisations de ces modèles intégrables, comme par exemple pour ce qui nous intéressera le 
modèle Kondo — bosonique et supersymétrique. 


4.3 Condensation de tachyon en système non BPS instable 


Les systèmes de brane non-BPS et de brane-antibrane coïncidentes sont très bien connus et 
ont été étudiés en détail par nombre d’ auteurs (Sen, Kutasov, Larsen, Garousi...) 
47]. La condensation de tachyon y est relativement bien comprise et dans 
une certaine mesure|">| nous avons une action effective dont la forme, et en particulier le po- 
tentiel, sont assez bien contraints. Comme nous disions dans la section|I]les diverses solutions 
de condensation — ressaut, antiressaut, vortex, S-brane — entrent dans le schéma de relations de 


descente entre branes de la théorie K. 


Rappelons sa forme canonique : 


1 
cosh a 


Sa représentation graphique est donnée dans la figure (4.6). Dans le système brane-antibrane, 
le tachyon T de la formule ci-dessus est remplacé par le module complexe |T|. De sorte que 
le potentiel est indépendant de la phase du tachyon et est donc explicitement symétrique U(1). 
Le tachyon d’espace-cible y condenserait en |T| = -too. Dans le cas de la brane non-BPS, le 
tachyon est réel et par conséquent le potentiel correspond exactement à ce qui est représenté 
sur la figure qui nous le voyons est symétrique Zə. La mise en valeur de ces symétries 
est importante pour construire des solitons topologiquement non triviaux donc stables, comme 
nous le verrons prochainement. 

Nous allons brièvement rappeler la forme de l’action effective TDBI obtenue en supercordes 
que nous avions introduite plus tôt. Nous verrons d’abord le cas de la brane non-BPS puis 
celui des branes D — D. Nous ajouterons la contribution des champs de Ramond-Ramond dans 
le terme de Wess-Zumino. Nous partirons de branes de dimension maximale, c’est-à-dire de 
dimension 9 + 1 car les expressions sont plus simples et capturent la physique de toute autre 
brane. En effet, les actions sur les branes de dimension inférieure sont obtenues par T-dualité 
le long des directions rendues transverses. Pour la brane non-BPS [110], l’action effective 
d’une D9-brane en type ITA est : 





19. Voir section[1] 
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VCT) 








FIGURE 4.6 — Forme canonique du potentiel tachyonique en théorie supersymétrique. 





SnonBes = V2To f d?o e? V (T) V/det (Gas + Ba + 270 Fap + aT T) + Swz (4.3.2) 


L'expression est abélienne, puisqu’il n’y a qu’une seule brane. Nous discutons de son do- 
maine de validité dans le chapitre |1| Il s’étend a priori seulement le long de condensations 
spatiales. Pour discuter des condensations temporelles la base d’étude est l’action tachyonique 
dans la jauge statique : 


Sp = VIT, / do V(T) nw + OT OT (4.3.3) 


Dans (4.3.2), le terme de Wess-Zumino est connu pour être de la forme [116] 
70] : 


Swz = Up | W(T)dTA ` Cm een (4.3.4) 
prl mellA 

où W(T) x V(T) et B et F respectivement les pull-back sur le volume de la brane du 
champ de Kalb-Ramond et le tenseur de Maxwell du champ de jauge de corde ouverte. La 
charge 4p est proportionnelle à la tension de la brane. Les champs de jauge de R-R sont en 
type IIA les formes différentielles d’indice paire. En type IIB, ils sont d’indice impair. Notons 
que le tachyon n’est pas couplé minimalement aux champs de jauge des cordes ouvertes, ce qui 
nécessite leur confinement lors de la condensation. 

Par T-dualités successives le long des directions que l’on souhaite rendre transverses, on 
obtient les actions effectives des branes non-BPS de dimension inférieure donc en type HA et 
IIB en fonction de leur dimension. Il faut appliquer, par exemple par T-dualité le long de la 
direction X" : 


Fa 10 —7 a,x” et oT > 0 
Ga 10 > AS et Gio 10 —> oF 
Baio > AP (4.3.5) 


Chapitre 4. Généralités : Condensation de tachyon de cordes ouvertes 121 





Les champs A“? et 6 sont réabsorbés respectivement dans le champ Fa, et le dilaton ®. 
Si bien que l’action T-duale d’une Dp-brane non-BPS pour p quelconque s’exprime par : 





SnonBPS = V2T, fee eV(T) V/det (Gab + Bas + 270! Fap + OX OX 1 + baT T) 


+ Swz (4.3.6) 


avec I = p + 1...9 les dimensions transverses. 


L'action effective du système brane-antibrane, comme expliqué dans l’introduction, est ob- 
tenue par non-abélianisation de l’action non-BPS de dimension maximale, puis projection le 
long des secteurs du système D — D commun au système non-BPS. Son domaine de validité 
suit celui de l’action TDBI pour la brane non-BPS, c’est-à-dire T de genre espace. Nous ne 
donnerons que la forme conjecturée pour p = 9 en type TBP) : 





Spp = i. do STr e®V(|T|) ydet (Gas + Bab + 270! Fap + DaT (DT )) + Swz (4.3.7) 


avec STr la trace complètement symétrique sur le groupe de jauge. Nous avons également 
introduit la dérivé covariante non abélienne telle que DaT = O,T — i[A,,T]. Le terme de 
Wess-Zumino n’est pas important pour nous, mais est trés similaire 4 (4.3.4) a une 
trace près. Pour obtenir l’expression de l’action dans les systèmes de dimension inférieure, nous 
appliquons encore une T-dualité dans les directions que l’on souhaite transverses. Par exemple, 
le long de X” il faudrait appliquer : 


F,10 => Dx" et Diol => (x 
Gaio > AG et Gioio > 9° 


Baio > AP (4.3.8) 


Le champ X ! est une matrice diagonale encodant les positions respectives de chaque brane, 
tandis que 7’ est donné par une matrice anti-diagonale : 


Ae : 0 + 
10 _ = 
X -( po x@w a ee (4.3.9) 


Il apparait naturellement un couplage entre le tachyon et la position relative de la brane 
et de l’antibrane via |X", T]. Ce couplage donne au tachyon interbranaire sa masse am? = 
L /Ar?a! — 1/2 avec £ la distance relative entre les branes. La position du centre de masse 
du systéme est quant a elle découplée et reste un module a tachyon non nul, ce qui n’est a 


priori plus le cas du champ de distanceP1] 





20. La forme T-duale a été donnée dans le chapitre I |pour un fond simplifié et on pourra s’y reporter. 
21. Mais à tachyon nul il retrouve naturellement son statut de module. 
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Pour étudier les tachyons condensants de genre temps il faut de nouveau s’intéresser plutôt 
à l’action effective du tachyon seul dans la jauge statique, donc au moins dans la limite où la 


distance relative est nulle, c’est-à-dire à la coincidence : 





Sr = VIF, f Pto STr V (|T|) Vas + ôT ôT" (4.3.10) 


L'étude du système D — D coincident est très bien connu à l’inverse du cas à séparation non 
nulle que nous avons étudié dans cette thèse. Nous allons voir maintenant les diverses solutions 


de condensation qu’admettent les équations de mouvement de ces actions. 


4.3.1 Solutions de condensation spatiale : ressaut et vortex 


Ces solutions correspondent exactement aux ressauts — kink — que nous avions introduits en 
théorie bosonique, à la différence qu'ici il existe des contraintes supplémentaires associées à la 
charge des objets. Par condensation spatiale, les branes sont vues comme des solitons du champ 
tachyonique. Or le potentiel effectif en théorie de supercorde est symétrique Z ou U(1) et par 


condensation cette symétrie est spontanément brisée. 


Solutions de type ressaut 


Par conséquent, l’existence de solutions de condensation de type ressaut interpolant entre 
au moins deux vides stables distincts est attendue. Ces solutions ne sont pas nécessairement 
topologiquement non-triviales — par exemple sur le système D — D le potentiel est symétrique 
U(1) et il existe donc une transformation continue qui amène le ressaut vers le vide de corde 
fermée stable. Cependant, les solutions de ressaut sont typiquement chargées — même si ce n’est 
pas toujours le cas — du fait du changement de vide et parce que le tachyon couple aux champs 
de jauge par le terme de Chern-Simons (4.3.4). La construction des solitons sur le système 
brane-antibrane coincident a été fait par Sen exclusivement en terme de ressaut et de 
vortex. 

Pour y obtenir un seul ressaut, il impose la même contrainte qu’en théorie bosonique, c’est- 
a-dire qu’il commence par compactifier une direction et il ajoute le long de celle-ci une demi- 
unité de ligne de Wilson. De la sorte, sa solution doit étre anti-périodique autour de la coor- 
donnée compacte et elle peut donc être une unique interpolation d’un vide —To vers un vide 
+7. Or dimensionnellement, dans le terme de WZ, le tachyon ne peut pas coupler à un champ 
de jauge : les dimensions du volume de la brane ne peuvent jamais étre remplies avec un ta- 
chyon et au moins un champ de jauge. Cette solution n’est donc pas chargée. Or comme nous 
disions, elle est aussi une solution topologiquement triviale et donc très probablement instable. 
D'un point de vue dimensionnel, l’objet créé est de codimension 1 dans le volume du système 


et par conséquent, il doit s’agir d’une brane non-BPS. 


Appliquons une condensation analogue le long d’une brane non-BPS. Une demi-unité de 
ligne de Wilson est allumée le long d’une de ses directions, supposée compacte. La solution 
peut alors interpoler une fois entre les deux vides +7) du potentiel de la brane non-BPS. Grâce 
a l’existence d’un champ de jauge permettant par couplage au tachyon de remplir toutes les 
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dimensions de la brane non-BPS dans le terme de WZ, l’objet obtenu est ainsi chargé. Or, à 
cause de la forme du potentiel que l’on sait symétrique Zə toute solution interpolant entre les 
deux vides distincts est topologiquement non triviale. L'objet est donc stable. Par analyse di- 
mensionnelle il ne peut s’agir que d’une brane BPS de codimension 1 dans le volume de la 
brane non-BPS. 


En étudiant les diverses observables du système et en particulier, le tenseur énergie-impulsion, 
les diverses sources et plus généralement l’état de bord du système, Sen obtient effectivement 
que ces solutions se présentent sous la forme de solitons de codimension 1 et bien localisés — 
des murs de domaine en somme — interpolant entre deux vides bien distincts. Tout cela peut 
se résumer sous la forme des relations suivantes, en tenant compte des contraintes liées à la 


dimension des branes BPS et non-BPS : 


IIA : Dp— Dp —> ressaut non-BPS D(p — 1) 
IIB : non BPS Dp — ressaut D(p — 1) (4.3.11) 


En relaxant la condition d’anti-périodicité il est possible de construire des couples de branes 
par exemple dans des dimensions compactes. En l’occurrence sur la brane non-BPS au rayon 
auto-dual — puis en tout rayon par marginalité exacte en À = 1/2 — en ajoutant à la théorie de 
surface de corde la perturbation ot & À $ cos X nous obtenons un couple brane-antibrane séparé 
à distance critique — donc stable. De plus, les branes sont réparties en des points diamétralement 
opposés, donc cette configuration est d’autant plus géométriquement stable. Dans la limite de 
décompactification, cette déformation construit un ensemble infini de couples brane-antibrane 
répartis périodiquement le long de la direction concernée. Puisque tous les objets sont séparés 
par une distance critique, l’ensemble est tout à fait stable. 


Solution de type vortex 


Dans le cadre du système brane-antibrane, il est aussi possible de construire des solutions 
de type vortex puisque le tachyon est complexe et que le potentiel est symétrique U(1). 
Ces solutions engagent une configuration bi-dimensionnelle, a la différence du ressaut ou du 
rebond qui sont purement uni-dimensionnels, car il s’agit de faire varier la phase du tachyon 
autour d’un défaut, une singularité, ce qui est réminiscent du cas des cordes cosmiques. De fait, 


nous aurons : 


IIA ou IB : Dp — Dp — vortex D(p — 2) (4.3.12) 


L'orientation, c’est-à-dire la charge, de la brane dépend de I’ orientation du vortex autour de 
la singularité par intégration le long du tachyon d’un terme de Wess-Zumino du type 
bien qu’en l’état cela ne fonctionne pas aussi trivialement — voir plus bas. Il est clair que toute 
configuration de vertex est topologiquement non trivial. En effet, i) le nombre de vortex n’est 
pas continuellement réductible et ii) si un vortex est une brane BPS alors deux vortex sont deux 


branes BPS de même charge et ainsi de suite, ce qui constitue un système stable — et donc 
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irréductible — de branes parallèles, coïncidentes et localisées au point entouré par les vortex. 


A cause de la neutralité du système brane-antibrane initial nous faisons cependant face à 
un problème pour créer une brane chargée, même en tenant compte de l’éventuel couplage du 
tachyon aux champs R-R a priori de la forme (4.3.4). Ce probléme est clairement dimensionnel 
parce que le tachyon y apparait a priori sous la forme dT et il ne peut donc pas sourcer les 
champs R-R couplés à une D(p — 2). Rappelons que cette forme était providentielle afin de 
construire une brane non chargée non-BPS D(p — 1) ci-dessus. Il a été proposé dans pour 
palier à cette situation, de ne considérer que le cas, moins problématique, de la création de pair 
vortex-antivortex. Dans cet article ils proposent au passage une BCFT pour cette solution en 
introduisant dans l’action de surface au rayon auto-dual une déformation marginale sur le bord. 

Cependant, parce que le tachyon dépend de deux coordonnées, il doit étre possible de 
généraliser dr — dr ^ dr* x dx A^ dy avec (x, y) les coordonnées du plan de condensation, 
de sorte que le champ de jauge R-R naturellement couplé à la D(p — 2)-brane est effectivement 
sourcé. Cela se comprend d’autant mieux que par descente en construisant itérativement des so- 
lutions de ressaut depuis la pair Dp — Dp en passant par la brane non-BPS D(p — 1) on obtient 
proprement une et une seule D(p — 2) brane chargée. 

C’est exactement ce qui est conjecturé par Kennedy et Wilkins dans pour le cas parti- 
culier des branes coïncidentes et vérifié à des termes de plus grande dérivée dans [48]. Le terme 


de Wess-Zumino qu’ils proposent s’exprime en fonction de la superconnection : 


ve «A 
a=" 7 (4.3.13) 
T iA 





dont F = dA — iA ^ A est la courbure et A* étant les champs de jauges de chacune des 


branes respectivement. Et nous aurions donc : 


Swz =T, l CSST (4.3.14) 
p+l 


Nous avons noté C = ÿ Cm) avec m pair en type ITA et impair en type IIB. Kraus et 
Larsen [74] montrent qu’à partir de ce terme, sont retrouvées les bonnes charges R-R pour les 
solitons obtenus par condensation du tachyon. 


4.3.2 Solutions de condensation temporelle : S-brane et solutions hybrides 


Sen a aussi introduit dans le cadre des systèmes brane-antibrane et brane non-BPS 
mais aussi Larsen ef al. dans des solutions de condensation de type tachyon roulant, 
quasiment identiques à ce que nous avons pu découvrir en théorie bosonique. En effet, il existe 
aussi des solutions de type S-brane complète et demi S-brane. De nouveau, cette dernière est 
plus physiquement pertinente que la première du fait qu’elle ne décrive que le mécanisme de 
désintégration de la brane au cours du temps et non aussi sa reconstruction|”| Cependant, ici 





22. Cela impliquerait une conspiration de matière a reformer une brane, ce qui est un phénomène possible mais 


très improbable. 
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encore l’existence des solutions S-brane complètes est importante pour contraindre la forme de 
l’action effective associée au système. 

Sen obtient par étude des diverses observables du système — tenseur énergie-impulsion, état 
de bord — que la solution de demi S-brane s’évapore sous forme de matière tachyonique qui 
par dualité doit correspondre aussi à de la matière formée de cordes fermées. De nouveau, il 
semblerait que le confinement du champ électrique non couplé au tachyon soit à l’origine de 
l'identification des degrés de libertés tachyoniques à ceux d’un gaz de cordes fermées dont le 
profil de densité est piqué dans le volume d’univers de la brane instable initiale. Cette approche 
est exacte tant que l’on néglige le couplage de la brane aux champs de cordes fermées, comme 
nous le discutions dans le cas bosonique, mais qui devraient idéalement être aussi pris en compte 


ici. 


Nous ne nous attarderons pas sur la présentation de la solution de tachyon roulant du point de 
vue de l’espace-cible car d’après les calculs des observables sont grossièrement identiques 
et les interprétations sont celles que l’on vient de donner. Enfin il peut aussi exister des solu- 
tions de condensation temporelle inhomogénes. Une telle solution est proposée dans où ils 
calculent un certain nombre d’observables, cependant ils utilisent une factorisation qui semble 
un peu cavalière en présence de fermions. L’ analogie au calcul en corde bosonique suggère tout 
de même que ce type de solutions existe de telle sorte que par condensation soit produit dans les 
limites de la conservation de la charge et de l’énergie, un système de brane (et antibrane suivant 


le système initial) correspondant à des hybrides 1/2 S-brane & (vortex ou ressaut). 
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Troisième partie 


Tachyon roulant, systèmes brane-brane et 


brane-antibrane 


Chapitre 5 


Condensation de tachyon dans un système 
de branes en théorie bosonique 


Il est toujours intéressant de tenter en premier lieu la résolution d’une théorie bosonique 
correspondant à la théorie supersymétrique étudiée. En effet, même si la théorie bosonique 
est par définition pathologique|'| les processus mis en valeur devraient aussi apparaitre dans 
l’extension supersymétrique mais de façon plus contrôlée. Par exemple, il existe des modes de 
condensation de type ressaut en théorie bosonique et de façon similaire nous trouverons ressaut 
et vortex en théorie des supercordes. 

La question soulevée dans cette thèse est la suivante : est-ce qu’un tachyon de corde ouverte 
tendu entre deux branes séparées spatialement, dans le secteur antidiagonal ol? € U(2) peut-il 
condenser? Quelles expressions du tachyon sur la surface de corde sont marginales, exacte- 
ment marginales ? Correspondent-elles a des théories conformes (CFT) connues, des modèles 
intégrables ? La séparation spatiale peut-elle être maintenue constante ou doit-elle être dyna- 


mique, ou bien encore inhomogène ? 


5.1 CFT du tachyon roulant dans le système de branes pa- 


rallèles et séparées 


Il est nécessaire de définir les conditions qui permettent de voir apparaître un tachyon. A 
cette fin, le système de branes parallèles sera étudié un peu plus en détail puis les questions 
de la condensation et des expressions possibles du champ dans la théorie de surface de corde 


seront abordées dans un deuxième temps. 


5.1.1 Le système brane-brane 


Comme mentionné dans la section précédente, il existe quatre secteurs de cordes ouvertes 
dans un système de deux branes. Le système est représenté sur la figure (5.1). L'ensemble est 
caractérisé par 4 quatre facteurs de Chan-Paton appartenant à l’algèbre U(2), c’est-à-dire 





1. En particulier à cause du tachyon de corde fermée. 
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B1 B2 
(12) 
(11) ( (22) 
( “Van D À 
(21) 


FIGURE 5.1 — Les secteurs (11) et (22) s'organisent 
en facteurs de CP o? et a tandis que les secteurs inter- 


branaires (12) et (21) s’organisent en a! et o°. 


o = ( à = ) (5.1.1) 


Lorsque les branes sont coincidentes 
la théorie de jauge hébergée sur le vo- 
lume d’univers est non-abélienne U(2). Mais 
lorsque le système est séparé, la symétrie 
de jauge est spontanément brisée en U(1) x 
U(1) : ce processus est identifié à un 
mécanisme de Higgs. Chaque U(1) corres- 
pond alors au secteur hébergé sur le vo- 
lume de chaque brane, ici correspondant 
aux secteurs diagonaux o°’; les deux sec- 


12 sont as- 


teurs résultants antidiagonaux o 
sociés a des champs de jauge massifs | donc 
découplés. Ces derniers constituent les sec- 


teurs interbranaires. 


En théorie bosonique, le tachyon constitue l’état fondamental d’excitation des cordes des 


quatre secteurs. Cependant, les secteurs interbranaires sont les plus importants. Ils sont en effet 


potentiellement tachyoniques aussi en supercordes, ce qui n’est jamais le cas des autres. D’après 


le commutateur : 


lo}, o°] = Dia" 


(5.1.2) 


ces derniers sont naturellement couplés au secteur o° du champ de jauge U(1) x U(1) et 


constituent donc ensemble un champ bi-fondamental. Ces deux tachyons sont a priori réels mais 


peuvent être regroupés en un tachyon complexe et son conjugué. On parlera alors de tachyon 


interbranaire. 


Spectre de masse et distance critique 


Sans séparation, les spectres de masse de chaque secteur sont triviaux : 


ps 2 
am) = No-1 
a'm? = N,-1 


a'm? = No —-1 


a'm = N3—1 


(5.1.3) 


Lorsque la séparation est ouverte, les secteurs interbranaires reçoivent un nombre d’ enrou- 


lement — winding en anglais — proportionnel à la distance que l’on notera £. L’expression de 





2. Mais de masse nulle a la coincidence. 
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ce terme est facile à obtenir en comparant le système à une brane de codimension 1 dont la 
direction transverse est compactifiée sur un cercle de rayon R = ¢/27. Les cordes s’enroulant 


1 fois autour du cercle gagnent un terme de masse en a'm? ~ R?/a’. Ainsi, on obtient : 





pa L 
am; = fag ii 
2 © 
Q M = mao e=! 
a'm? = Ng — 1 (5.1.4) 


Ces formules démontrent donc qu’il existe une distance critique au-delà de laquelle le bi- 
fondamental (N1, N2) = (0,0) est massif et non plus tachyonique. A la distance critique il est 
non-massif ; soit pour : 


la = 2r Va! (5.1.5) 


Du point de vue de la théorie des champs, dans l’espace-cible associée au système, trois 
phases se distinguent : (1) la phase massive pour laquelle on s'attend à ce que le potentiel du 
champ de séparation ¢ = £ soit attractif en V(#) x T?? au premier ordre ; (2) la phase non- 
massive critique qui est une théorie des champs d’un bi-fondamental scalaire non-massif couplé 
à un champ de jauge abélien A et au scalaire ¢ ; et enfin (3) la phase tachyonique totalement 


dominée par la condensation classique du champ de tachyon. 


Discussion des connexions entre ces différentes phases 


L'action effective quadratique à l’ordre des arbres pour les champs y et T peut être ob- 
tenue par développement d’une action de type Garousi-TDBI (4.1.7) ou (1.1.9) dont ne sont 
conservées que les contributions de la distance et du tachyon.f|: 


2 
S=T, f dto (zaro + T -(¢- eet | (5.1.6) 
qui devrait être correcte tant que T € 1 et 0,9 < 1 ainsi que 24, > p > le. En dehors de 
cette dernière limite, le potentiel à une boucle — diagramme cylindrique d’échange de graviton 
entre autres — prend le relais et domine la dynamique. Tant que le tachyon est moins massif que 
le premier état massif de corde ouverte des secteurs o°*, l’approximation de l’action effective 
par l’action à l’ordre des arbres est acceptable. 


1) Dans le domaine massif, un potentiel effectif à une boucle de type Coleman-Weinberg 


est obtenu par intégration du tachyon et après renormalisation : 


S=T, J d*tlo (Fooro — ; (¢° — 8) In (9° — 4) (5.1.7) 





3. Nous verrons cependant dans la section|5.2|que cette expression est probablement incomplète. 
P q p P p. 
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Dans cette limite, le potentiel s’aplatit en © = £.. Le plus important reste que le poten- 
tiel du champ ¢ est clairement attractif en direction de la distance critique|4] En outre, 
ce comportement attractif est confirmé par le potentiel à une boucle calculé à partir du 


diagramme cylindrique. 


2) A la distance critique, par continuité de l’action précédente, en notant y = fe + et en 


utilisant la formule (5.1.5) : 


2 
S = T, f ao (52.600 + SO TOT = = (5.1.8) 


Le potentiel de type Yukawa domine dans la limite perturbative le terme en ¢°T?, ce qui 
implique que la masse effective du tachyon dépend linéairement de la perturbation de 
distance. La distance critique est donc un point extrêmement instable et la solubilité de 
cette théorie effective est discutable. Il semblerait que cette action soit celle du modèle de 
Wick-Cutkorsky non-massif. 


3) Dans le domaine tachyonique, il pourrait être attendu que le potentiel du champ 6 soit 


attractif — mais ce n’est pas ce qui est obtenu a posteriori dans la section|5.1.2] : il existe un 
mode de condensation temporelle pour lequel la distance reste constante. Premièrement, 
en dessous de la valeur critique, l’action (5.1.7) n’est plus définie. D’une part, le calcul du 
potentiel effectif à une boucle n’est valable que dans la limite perturbative et d’autre part, 
(5.1.6) ne reste valide que pour des valeurs de champs faibles. Or, pour ¢ < £ une chute 
classique et rapide du tachyon est inévitable. La limite perturbative est donc rapidement 
fausse ; et par conséquent, il n’est plus possible de décrire approximativement le système 
par l’action quadratique (5.1.6). 

Deuxièmement, le couplage minimal des champs de jauge (et donc aussi au champ ©) au 
tachyon n’est a priori Valable que dans la limite où les valeurs de T' sont contrôlées 
et faibles. Un exemple d’écart à un modèle de couplage minimal causé par des cor- 
rections cordistes est connu : dans le cadre de la production de paires par un champ 
électrique un couplage minimal cesse d’être valable lorsque la valeur du champ 
est augmentée — c’est un effet purement cordiste. Lorsque le champ critique est atteint, un 
tachyon apparaît. Cette situation est donc similaire à la nôtre. Toutefois, l’origine de ce 
tachyon n’est pas exactement la même que celui qui nous intéresse, en particulier parce 
que le champ critique est dans un cas un champ de jauge vectoriel et dans notre cas un 
champ scalaire. Nous pouvons voir aussi cela en calculant le taux de production de paire 
de cordes interbranaires par deux branes en collision, c’est-à-dire pour un champ @(x!°) 
dépendant d’une rapidité £ et d’un paramètre d’impact b. Nous citerons ici le calcul entre 


une brane et une anti-brane dont le résultat est équivalent : 





4. L'existence d’un minimum local pour ¢ > le est remarquable bien qu’il n’aura aucune importance pour 


nous. 
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(5.1.9) 


Le taux dépend du paramètre d’impact de telle sorte qu’il devient critique au-delà de la 
valeur (5.1.5) mais ne dévie pas de la formule de couplage minimal représentée par le 
terme dominant. Seule la valeur de la rapidité est responsable de l’inclusion des termes 


d’ ordre supérieur. 


Pertinence de la notion de distance à l’échelle des cordes 


Lorsque la distance entre les branes est grande, leur localisation est claire. Ainsi l’est aussi 
la notion de distance. Cependant, si la distance est de l’ordre de la longueur de corde £, = Va’ 
et que le tachyon roule en dehors de son potentiel, peut-on encore faire sens d’un système de 
branes parallèles et bien localisées ? La réponse devrait être affirmative puisque la finesse des 
conditions de Dirichlet sur les cordes ouvertes dans les directions transverses aux branes n’est 
pas modifiée lors de la condensation — voir par exemple [113]. 

Cependant, la physique étant non-commutative à cette échelle — les divers champs de jauge 
étant pris en compte — 1l est possible de douter de la pertinence de la notion d’espace et de dis- 
tance — voir cependant la discussion [26]. Il est tout de même surprenant que indépendamment 
de cette considération, les résultats montrent que le tachyon roule tout en conservant la valeur 
du champ @ — du moins à l’ordre des arbres. Cela pourrait indiquer que la distance perd son 
statut de champ pour devenir un paramètre de la condensation et donc caractériser le vide stable 
atteint — s’il existef] De plus, le mécanisme de création des cordes fermées à partir des cordes 
ouvertes et des flux de champs de jauge confinés|*| couplés aux tachyons interbranaires devrait 
produire des cordes fermées retenues à l’intérieur du système de branes. Donc, ¢ caractériserait 


l’épaisseur du produit final. 


Il est alors impératif de comprendre la physique du système dans la phase tachyonique et 
quels mécanismes de condensation sont autorisés et sont les solutions des équations du mou- 
vement dérivées de l’action effective correcte. Pour cela, il faut mettre en évidence les théories 
conformes de bord (BCFT) dans cette phase. C’est la question à laquelle nous répondrons en 
étudiant la marginalité du modèle sigma du tachyon roulant et en montrant qu’il s’agit d’une 


BCFT à distance constante. 


5.1.2 Tachyon roulant et marginalité 


La façon la plus directe d’étudier le champ de tachyon est probablement de s’intéresser à une 


théorie conforme tachyonique, c’est-à-dire qui admet comme terme d’interaction sur le bord de 





5. Cette question est réservée pour des travaux ultérieurs, mais nous avons des raisons de penser que le vide 
atteint n’est pas stable. 
6. Ce point est incertain si le tachyon n’atteint pas le vide pour lequel V = 0 comme nous le suspectons. 
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la surface un opérateur de vertex correspondant à un tachyon on-shell. 


Cette section traite de la théorie conforme du tachyon roulant sur un système brane-brane 
séparé à distance r constante. Dans un premier temps, il sera démontré que ce tachyon est en 
général exactement marginal pour tout r sauf en certaines valeurs particulières où 1l perd sa 
marginalité, contrairement à son homologue du système D — D ce qui sera abordé dans le 
chapitre [6] La cause, qui est bien spécifique au cas bosonique, sera physiquement identifiée. 

Dans un deuxième temps, le système sera analysé perturbativement en dehors de la CFT 
et en dehors de la phase tachyonique. Le groupe de renormalisation du modèle sigma seront 
étudiés. Ce dernier sera perturbé par des déformations off-shell autour des déformations margi- 
nales. Mais nous mettrons d’abord en évidence que le long de déformations non marginales les 
fonctions bêta ne sont pas bien définies en fonction du schéma de renormalisation, tandis que le 
long de déformations marginales tout terme contribuant aux fonctions bêta est universel. Leur 


interprétation en qualité d’équations du mouvement sera discuté en dernier lieu. 


Action de surface de corde du système 


Cette partie concerne la théorie de corde ouverte à l’ordre des arbres, c’est-à-dire sur le 
disque D? ou son voisinage conforme H, le demi-plan complexe, déformée par les tachyons 
des secteurs interbranaires. Le fond géométrique est supposé trivial, c’est-à-dire avec B,,, = 0 
et Guv = uv. La distance étant très faible, il est possible de se placer dans le référentiel inertiel 
sans tenir compte de la réponse des branes sur le fond géométrique. 

Cette action sur le disque est la donnée pertinente pour étudier la conformalité du système 
puis calculer la fonction de partition à l’ordre des arbres et contraindre l’action effective. On se 
placera d’emblée dans la jauge unitaire sur le demi plan complexe. L'expression de cette action 


est[’]: 








1 x AF sn Vpl AT sn Vpl ) 
S = = | d’z 0X ðX, + ot Q Z pare FAR Lo @ ap aze? RE 
27 a! Hy 27 R 27 R 
(5.1.10) 
avec : 
1 + sD 
o = —— et ec (5.1.11) 


Donnons à présent les OPE des champs fondamentaux sur le bord pour z > w. Les champs 
d’indices a et b, pour a = 0... p, vérifient des conditions au bord de type Neumann — colinéaires 
à la brane — et les champs d’indices 7 et j, pour? = p + 1... D, vérifient des conditions au bord 
de type Dirichlet — transverses a la brane. Le champ dual XP+! vérifie les conditions au bord de 


Neumann. Il s’agit du champ conjugué au moment d’enroulement, ici r. 


X*(z)XI(w) = —2 5%! ln |z — wl? 
X%(z)X°(w) = 0 
XPH XPH (w) ~ —2a! In(z — w) (5.1.12) 





7. La convention Z x e~* est utilisée ici, 
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Par la suite, les notations seront allégées en prenant a’ = 1. A condition de ne pas calculer 
une amplitude avec des insertions arbitraires et les champs n’ayant d’OPE non nuls qu’entre 
ceux de mémes indices, il est possible d’intégrer les champs qui ne sont pas concernés par la 
déformation tachyonique. Il s’agit de tout X” tel que  # {0,p + 1}. La théorie de surface 
de corde résultante est donc une théorie c = 2 pour les champs X° et X = X?*1. L’action 
simplifiée est : 


S = — d?z (—O.X°dX° + XX) +at@ aud $ dz e” X1 LG @ am $ ier 
27 JR 27 JR 
(5.1.13) 


L objectif est d'étudier la marginalité de ce modèle c = 2. La méthode présentée par Gaber- 
diel et al. dans sera suivie pour étudier le groupe de renormalisation de cette théorie. Leur 
proposition de régularisation — point splitting — est souvent utilisée. Nous l’avons présentée 
dans l’introduction en section Les fonctions bêta peuvent alors être calculées dans divers 
schémas de renormalisation. Ceux proposés dans cet article sont particulièrement pertinents, 
c’est-à-dire schéma de soustraction minimal et schéma de Wilson. 

Ce modèle est étudié on-shell à l’ordre dominant, c’est-à-dire que toutes les déformations 
dans l’action sont imposées marginales (h = 1). Puisque les divergences de type puis- 
sance n’empêchent pas la théorie d’être exactement marginale et que dans le schéma de sous- 
traction minimale seules les divergences logarithmiques — donc les résonances — participent aux 
fonctions bêta, il est donc suffisant de se placer d’emblée dans ce dernier schéma. 


Fonctions bêta et marginalité exacte du modèle en fonction des valeurs de r 


Comme explicité dans l’introduction, il est possible de calculer rapidement la fonction bêta 
de chaque tachyon au premier ordre : 








B4 =(1—hg)A* = (1 — r° — w?) At (5.1.14) 








Ainsi à cet ordre, il faut imposer w = +y 1 — r?, avec r fixé, ce qui est la condition de 


marginalité présupposée. L’OPE des tachyons au deuxième ordre est alors donné par la formule : 


0 eee 0 
e22X | ð X e2vX 


= (z — wy | T Z w= 





gta @ e” FteX? (7) ir ox (ay) F... (5.1.15) 


Puisque r? < 1 le terme associé à l’ opérateur e* ° sera divergent UV pour tout r > 3/2 


tandis que celui de l’opérateur OX e2X° 


est divergent IR pour tout r Æ 0. 

e L'opérateur correspondant à une perturbation de distance est o? @ ôr $ OX. Même si le 
terme produit dans l’OPE (5.1.15) lui ressemble, il n’y correspond pas : il est irrelevant, 
ce qui implique qu’il ne peut pas constituer une perturbation. Ainsi, aucune perturbation 
de distance n’est produite à l’ordre 2 ni à aucun ordre en perturbation puisqu’a l’ordre 2n 


2nw X 0 


l opérateur équivalent sera OX e pour lequel les mêmes conclusions sont tirées. Par 


conséquent à tout ordre : 
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Bir = 0 (5.1.16) 


Ce résultat n’est plus vrai en r = 1. Cette valeur se révèle particulière — voir plus loin. 


Le premier terme de est divergent pour r > 3/2. Ceci implique que la pertur- 
bation correspondante, c’est-à-dire o? @ 1, $ e**° sera produite par le tachyon. Or, cette 
perturbation n’est autre que celle du tachyon du secteur o° c’est-à-dire hébergé sur le 
volume de chaque brane et naturellement présent dans un modèle bosonique. Sa fonction 


bêta est dans le schéma de renormalisation de Wilson : 


Bu, = (4r? — 3) pn — ATX (5.1.17) 


X? est marginal. De la sorte, la di- 


En r = 3/2, il y a résonance car l’opérateur e2* 
vergence est logarithmique et le terme source est universel en cette valeur. Il n’y a donc 
aucune ambiguïté — reliée à la nature du schéma de renormalisation — sur le couplage du 


tachyon interbranaire au tachyon du secteur o? en r = V/3/2. 


Des résonances, donc des divergences logarithmiques, sont de même attendues à chaque 
ordre supérieur n > 1. Puisque la dimension de l’opérateur correspondant à l’ordre 
2n est A = 4n?w?, il y a potentiellement résonance en w = 1/2n, c’est-à-dire en 
p= V1- 1/4n?. Les calculs sont détaillés dans le cas supersymétrique pour lequel 
le résultat est plus intéressant et surtout plus décisif. En effet, il n’y a pas de tachyon 
dans le secteur o° si bien que l’ apparition d’une divergence logarithmique serait vraiment 


problématique. 


Enfin, la fonction bêta du tachyon interbranaire est exactement (5.1.14) à tous les ordres. En 
effet, dans l’état actuel de la théorie, le tachyon est le seul opérateur de vertex présent sur le bord. 


Or, toute OPE du tachyon avec lui-même est inévitablement proportionnelle au champ e 


2nwX° 


donc jamais égale au tachyon lui-même. En outre, compte-tenu de l’expression du tachyon du 


secteur o° aucun terme n’est produit en e7 


Lir X +w X0 





par OPE à un ordre quelconque. Ainsi, pour 


r et w fixés, à tout ordre : 


Bs =0 (5.1.18) 





Pour conclure, l’action complète à étudier devrait être corrigée par un certain nombre de 


contretermes de la façon suivante : 


At ie AT _- 
S = Shuk + 07 ® — $ dz et XtwX Lo gS $ dz e7" +wx?’ 
2T JR 27 Jr 


+ 0° @ Lo f eX +9°® D meo = f gr” (5.1.19) 


n>1 


Il est nécessaire d’ajouter le tachyon marginal du secteur o? puisque celui-ci peut être pro- 
duit en r = 4/1 — 1/4n? pour tout n > 1 par résonance, à travers la fusion des opérateurs de 
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tachyon des secteurs interbranaires. En dehors de ces valeurs, le tachyon interbranaire est exac- 
tement marginal, mais il cesse de l’être en ces valeurs précisément. Alors, le tachyon du secteur 
o° doit résoudre une équation dont le terme source est proportionnel à À \~ telle que (5.1.17). 
Pour r > \/3/2, il faut aussi ajouter le contreterme en puissance du cut-off et dont l’expression 





dépend uniquement de A=. 

Parce que le tachyon du secteur o? est physique dans la théorie bosonique, il n’y a pas de 
problème a l’existence de ces résonances en tout r = J1—1/4n?. Elles impliquent simple- 
ment que dans un modèle réaliste de condensation de tachyon entre deux branes séparées, il faut 
aussi tenir compte du tachyon de ce secteur. On en déduit que les branes vont éventuellement se 
désintégrer par ce tachyon tout autant que par le tachyon interbranaire. Dans le cadre du systeme 
brane-antibrane l’absence du tachyon de secteur o? et l’éventuelle existence de ces résonances 


pose plus de problème, parce qu’elles n’apportent pas d’interprétations physiques comme ici. 


Il y a une limite intéressante à ce modèle qui est r — re avec ici re = 1. Dans ce cas, le 
nombre de contre termes tend vers linfini, ce qui indique que la théorie n’y est a priori pas re- 
normalisable en limite — les points de résonances sont denses autour de r = re. Il convient donc 
de l’étudier en cette valeur, pour laquelle elle est renormalisable parce que w = 0 strictement. 
Par contre, la théorie n’est pas exactement marginale parce qu’à l’inverse du cas r < 1 c’est la 


perturbation de distance qui est résonante. 


Cas particulier r = 1 


En cette distance, par continuité de (5.1.13), le tachyon est purement statique. En effet, la 
déformation est simplement : 


iS = ot @Xt É 


dz eX +a © À $ dzei* (5.1.20) 
R 


R 











Par commodité, nous avons redéfini A* — 27A*. En supposant que A* < 1, cette limite 
peut être considérée perturbative et il est possible de développer proprement e~°°. Le premier 


terme non trivial non nul est au second ordre : 


; (+ @ x f azele) : (~ g à f dwe*(w)) O(|z — w| —e)O(L — |z — w|) 


+5 (~ @ AW farcie) : (+ ® x f dwe'*w)) O(|z — w| — 6)O(L — |z — wl) 
(5.1.21) 


Des cut-off UV et IR ont été ajoutés en sorte de réguler les divergences selon la méthode de 
point-splitting. Cette régularisation brise explicitement la symétrie conforme sur la surface de 
corde, mais le résultat final ne doit pas dépendre des cut-off. Donc in fine, la symétrie doit étre 


restaurée . La formule précédente se simplifie en : 


w+L = = w+L = 2 
ata” @ ATAT faf dz e'* (zje X (w) + ao ot & AtA faf dz e** (z)e'* (w) 
wte W+E 


(5.1.22) 
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Les OPE des opérateurs exponentiels sont données sur le bord par : 


et (z)e* (w) =(z-w)” (1 +i(z—w)dX +.. ) 





e** (z)e'* (w) =(z-w)” (1 — i(z — w)OX +.. ) (5.1.23) 


La réinjection de ces résultats dans les intégrales précédentes donne : 


1 1 Les 
Bata | dw G- z) +o AtA f dw ln = OX (5.1.24) 
€ 


Le premier terme est divergent en puissance des cut-off mais doit simplement être 6té du 
calcul et ne pose pas de probleme de marginalité. Par contre, le deuxième terme donne lieu à 
une divergence logarithmique. La perturbation de distance est par conséquent résonante avec 
le tachyon interbranaire en r = re. Ce terme va donc contribuer universellement à la fonction 
bêta du couplage associé à l’ opérateur de vertex o° Q OX. Pour le supprimer dans le cadre d’un 
schéma de soustraction minimale, il faut ajouter à l’action un contre-terme : 


LP 
Sa = o? Q ATAT fa In =X (5.1.25) 


avec ¢ l échelle de renormalisation (à ne pas confondre de la valeur de distance £ que nous 
avons utilisée précédemment). L’ajout de l’échelle de renormalisation est essentiel pour com- 
penser la dimension de £ dans l’ argument du logarithme. Pour étudier l’effet de ce contreterme 


sur la marginalité de la théorie, il faut introduire le terme de bord suivant : 


3 ~ 
= ® f dz dr(X)OX (5.1.26) 


De manière tout à fait générale, si dr dépend des champs X il est possible de faire un 
développement autour des modes zéro [127] 128] selon X = x + X : 


g3 


T Q faz (ro) + 8,6r(x) À + AE) KORG ) ax (5.1.27) 


Pour étudier le groupe de renormalisation, il faut extraire l’échelle de renormalisation des 
opérateurs de vertex en appliquant z — £ z. En utilisant 


*X°X(z/0)s = 2 X°X(z)s — 27% In L (5.1.28) 
le couplage ôr obtenu est le suivant : 


3 ~ 
— 2 fa (ôr(x) + Oôr (x) In £ + 2ATX n £) OX (5.1.29) 














Par conséquent, la fonction bêta du couplage ôr au deuxième ordre est : 
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Bsr = -2AA — Oôr (5.1.30) 











Une fonction bêta peut, à condition qu’elle soit indépendante du schéma de renormalisation, 
être interprétée comme une équation de mouvement dérivée d’une action effective Sepp à des 
redéfinitions des champs près. Par exemple, à l’ordre quadratique, en notant 9 = dr, l’action 


suivante : 


Sepp X fee (52,000 + NX ) (5.1.31) 


est compatible avec sr. Cette expression est en accord avec celle obtenue dans la for- 
mule par développement de l’action de Garousi. En r = re, le tachyon agit donc bien 
comme terme source pour le champ de distance en le tirant vers r < 1. Ce résultat est au moins 
valable pour À* < 1. 





5.2 Groupe de renormalisation, fonctions bêta et équations 


du mouvement 


Dans cette section, nous étudierons le groupe de renormalisation du modèle sigma pour 
le tachyon et le champ de distance sur la surface de corde. Les fonctions bêta associées aux 
divers champs off-shell relevants seront calculées et rapportées — dans la mesure du possible — à 
des équations du mouvement de cette certaine action. Cette interprétation n’est en générale pas 
correcte : Tseytlin explique dans que les équations du mouvement de chaque champ 
d’espace-cible sont en fait proportionnelles aux fonctions bêta, à des facteurs dépendants des 
divers champs près, et non égales. De sorte que pour S l’action effective, 05/00; = k;,B,. Cet 
argument est justifié par la non-conservation des expressions des fonctions bêta par changement 
de schéma de renormalisation, qui sont des redéfinitions des couplages [43]. Si bien que, à moins 
d’exprimer des fonctions bêta invariantes par changement de schéma, elles ne peuvent pas être 
interprétées directement en tant qu’équations du mouvement. 

Nous verrons que les fonctions béta off-shell ne sont en général pas cohérentes en tant 
qu’équations du mouvement. A l’inverse, lorsqu’elles sont obtenues pour des théories per- 
turbées autour de déformations marginales, c’est-à-dire sur le bord autour d’opérateurs pri- 
maires de poids A = 1 elles sont invariantes par changement de schéma de renormalisation car 


construites a partir de contributions universelles. 


5.2.1 Phase surcritique r > 1 




















En r > 1, le champ de tachyon primaire est de la forme o* @ A* $ e*'"* wX° L'étude 
des premiers ordres des fonctions béta y est justifiable pour obtenir une action effective tant que 
l’approximation À < 1 l’est ; ce qui est bien le cas pour r > 1. Les résultats montrent que tant 


que w? > r? — 1 la déformation est relevante et constitue donc une bonne perturbation. 
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Schéma de soustraction minimal 





Les fonctions bêta de ôr et A= sont modifiées, en : 





Bsr = —Obr — 2r ATAT 6,242.41 
Bs = (1 = r? + w?)XË — 2rôr A* (5.2.1) 




















ce qui indique que si le tachyon est off-shell dans cet ansatz T œ ec”, i.e. siw? <r? — 1, 
alors la contribution à la fonction bêta de dr est nulle. Il est un peu difficile d’interpréter cela 
en terme d’équations du mouvement. Sans imposer d’ansatz au tachyon, sa déformation se 


développe de façon similaire à celle de 6r(X°) : 





ot QO" dde es LANGE ae Ou a XeoX? +.. er (5.2.2) 

















5 : . au n2 > 3 
Cela démontre que le tachyon est irrelevant puisque A+ œ ¢!~". Il est donc nécessaire 
d’en revenir à l’ansatz, qui peut être un peu complexifié. Les déformations suivantes sont 


développées 



































ot @ 4-1 f dz ( + O,A*#X* + SON gs | > etir X tiwxX? 


x, ói ð 
3g f dz (or OR AE so ax (5.2.3) 
en imposant toujours w? > r?—1 c’est-à-dire off-shell. Dans un premier temps, la dépendance 


temporelle dans les couplages est négligée pour simplifier les calculs mais nous la rétablirons 
in fine par covariance. Les OPE utiles sont : 
































pelt HEX" (je rK uX (w)t =(z—w) 2? (1 + ir(z—w)dX +.. .) 
pe PRUX? (ayare EX (wu)i = (z — w)? (1 — ir(z -wð +...) 
es +27 ae 
OK (ke eS ey) (5.2.4) 
z — W 


Le premier terme des deux premières lignes est divergent. Il contribue, comme nous l’avons 
vu dans la section précédente, à la fonction bêta du tachyon du secteur o? puisque {o+, 07} = 
o°. Toutefois, il est sans intérêt pour nous, puisque spécifique au cas bosonique. Les OPE des 
champs bosoniques X“ contribuent dans les fonctions bêta à des termes dépendants des cut-offs, 
leur étude est reportée dans un premier temps. 

En toute rigueur, il faudrait aussi analyser la production du terme en 0X° par les OPE des 
tachyons. Cette analyse ne sera pas réalisée parce que i) seuls les relations entre le champ de 
distance et les tachyons sont spécifiquement étudiés et ii) par covariantisation de l’action ef- 
fective le long du groupe de jauge U(2) brisé, les contributions sont exprimables sans calculs 
explicites — mais une vérification a l’ordre quadratique à partir des formules n’est pas 
difficile. 
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Le second terme des deux premières lignes quant à lui, est divergent UV pour w? < r? — 1 
exclusivement donc est convergent dans le domaine surcritique. En revanche, le terme obtenue 


en troisième ligne est clairement résonant et donne une divergence logarithmique. Les fonctions 

















bêtaļ] sont obtenues en utilisant [o*, o7] = o° et par soustraction des divergences UV : 
Për = Aôr 
B4 = (1 = r? — wô AF + AAF — 2rôr à+ (5.2.5) 





La fonction bêta de ôr est tout à fait triviale. Or, dans les formules (5.2.1) qui sont cor- 
Hi X° apparaissait un terme proportionnel à r AT À 0,221. Il 
Liu X 0 





rectes, le long de l’ansatz T x e7 





n’apparaît pas ici car l’exponentielle e7 est répartie entre les termes de dérivées multiples 
du tachyon que nous avons justement négligés en repoussant l’étude des OPE des champs Xe, 
Ces derniers produisent ensemble des divergences le long de l’ opérateur de vertex du champ de 


distance, à partir d’intégrales du type : 


n 


£ n 
+ P l 
[Our Dan ++» das À a | [7% Drda] f de 


i A 
XP Q fox (5.2.6) 


avec n € N. Les couplages nus ont été développés comme proposé dans le chapitre d’in- 
troduction et non sous la forme {*-l}; ce qui est crucial dans ce schéma car, par définition, 


dug/d£l = 0. Il faut ajouter à l’action le contreterme : 


2” Tai _ 
Sa = (DT 2 laða ++ Ban A le TT 0 fonde 8,31 
x 211 —r?)T(1 +n, 2(1 — r°) In ‘) o’ Q fax (5.2.7) 


avec IĮ (a, z) la fonction gamma incomplète. Les contributions à la fonction bêta de dr sont 


proportionnelles à un ensemble de facteurs dépendant de l’échelle £ selon : 


2(1—r?) In ° £ 


Beit) Caen (5.2.8) 


avec C(a) un coefficient dépendant de la distance et des dérivées des tachyons. Dans la 
limite IR { — oo tous s’annulent, puisque r > 1. Ils n’empêchent donc pas l’existence d’un 
point fixe infrarouge et peuvent bien être négligés. Maintenant, d’après la formule (5.2.6), nous 








obtenons qu’on-shell, avec al” + = (—w)"A* les logarithmes se resomment sous la forme 
E (2w? ln(z — w))"/n! = (z — w)2”* dont nous déduisons la formule (5.2.1). Ainsi, les fonc- 
tons bêta ne sont pas continues dans la transition du tachyon off-shell au tachyon on-shell : tout 
se passe à un niveau pré-intégratoire, c’est-à-dire dans l’intégrande, qui se resomme parfaite- 


ment à la résonance en une formule compacte. 








8. Celles des champs aðr et Oa © sont simplement les dérivées des fonctions bêta que l’on donne. 
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Deuxièmement, l’absence du terme quadratique r À* À" entre en contradiction avec la pré- 
sence de son équivalent dans la fonction bêta du tachyon 2rdrAt du point de vue de leur 
interprétation en tant qu’équations du mouvement dérivées d’une action. Cela peut suggérer 
que le schéma minimal n’est pas le cadre le plus adapté au calcul off-shell de l’action ef- 
fective, compte-tenu du développement naturel et des couplages sur le bord. 
Mais cela peut aussi suggérer que l'interprétation des fonctions bêta calculées off-shell en tant 
qu’équations du mouvement est incorrect. Cette dernière suggestion est probablement la plus 
raisonnable, étant donné que l’étude dans le schéma de Wilson, comme nous allons le voir 


maintenant, n’apporte aucune amélioration. 


Schéma de Wilson 


Dans ce cadre, il faut remplacer|| dans (5.2.3) l’échelle de renormalisation directement par 
le cut-off UV £ — € et supposer que les couplages dépendent explicitement de ce cut-off 
u = (£). Les fonctions bêta suivantes sont obtenues : 


Bsr = Aôr — 2r (84AT + At B_) +... 
Bs = (1 — r? —w?)d* + AAt — 9rôr XË 4+... (5.2.9) 














Tous les termes de dérivées multiples dépendants du cut-off UV en In” €, toujours au deuxième 
ordre, ont été inclus dans les pointillés. Cette fois en revanche, parce que ce sont les couplages 
dépendant de l’échelle qui sont pris en compte dans le développement et non les couplages nus, 
ces termes sont directement proportionnels aux diverses fonctions bêta des dérivées de tachyon. 
Ils sont donc redondants, puisque la relation des fonctions bêta avec les équations du mouve- 
ment demande d’imposer 5; = 0. Toutefois, nous avons mis en valeur le terme constant dans 
les cut-off. 


Remarquons enfin qu’il n’y a pas plus de contribution en r À* A- dans la fonction bêta de dr 
que dans le schéma de soustraction minimale. Par déduction, quelque soit le schéma de renor- 
malisation, les fonctions bêta off-shell ne peuvent pas être, comme présupposé, des équations 
du mouvement. 

Pour preuve, lorsque dans un premier temps les deux équations sont vérifiées, c’est- 
à-dire B; = 0 le tachyon on-shell peut être choisi avec, par exemple, w = 1/2 — r? et dr = 0. 
Or, le long de cette solution, on revient dans un second temps à pour lequel la fonction 
bêta de dr était en fait non nulle à cause du terme r À* AT. Ces équations ne peuvent donc pas 


constituer des équations de mouvement puisque leurs solutions n’en sont pas, à l’exception de 





A= = 0 ou r = 0 qui sont triviales. 


Un ansatz plus général 


Ainsi, il semble à juste titre que l’utilisation des fonctions bêta off-shell et leur interprétation 
en tant qu’équations du mouvement soient sujettes 4 caution. Cependant, il serait intéressant 


de chercher des ansatz plus généraux dont les déformations seraient quasi-marginales|"°| mais 





9. Voir section|3.2 
10. Des perturbations le long de déformations marginales au premier ordre. 
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non exactement marginales : elles résoudraient les équations du groupe de renormalisation à 
l’ordre dominant et permettraient éventuellement d’exprimer des fonctions bêta non triviales 
aux ordres supérieurs. En procédant de cette manière, seules des résonances apparaitraient. Ces 
dernières fournissent des contributions universelles aux fonctions bêta et sont par conséquent 


indépendantes du schéma de renormalisation. Par exemple, l’ansatz : 


0 


T+ _ Cay(a*)e j Cay (a*)e“™* 
Tay (5.2.10) 


avec w = r° — | telle que la déformation avec Çq) constante est marginale au premier ordre, 


donne les fonctions bêta suivantes : 


Bsr = AÔr — 2r (lol? + kol) +... 
Boa) = ACa,2) — 2rûêr Ca, +--- (5.2.11) 


Ces contributions sont obtenues uniquement a partir de divergences logarithmiques. La so- 
lution de tachyon roulant étudiée initialement était donnée par (>) = 0 et Ça) = A* avec 
AT = (A*)*. Il est clair ici que la solution à r constant implose obligatoirement ¢(;,2) = 0. No- 
tons qu’il est permis de redéfinir les champs a des constantes prés. Or, puisque r est considéré 
constant, le tachyon peut être redéfini de façon général en ¢ — VIOC . Si bien que les fonc- 


tions bêta deviennent : 


Bar = Adr — 2r f(r) (Ko +o) +. 
ba,» = AGq,2) — 2rôr a, +... (5.2.12) 


En considérant w off-shell, même infinitésimalement, la contribution des tachyons dans psr 
disparaîtrait. Or les deux autres équations sur les tachyons ne seraient quant-à elles pas résolues 
puisque w est off-shell au premier ordre et impose donc aussi Çq 2) = 0. Ces fonctions bêta sont 
donc cohérentes off-shell et on-shell, à la différence des premières ou (5.2.9). 


En outre, lorsque toutes les déformations constantes sont marginales, toutes les contributions 
aux fonctions bêta proviennent de résonance et sont par conséquent indépendantes du schéma 
de renormalisation. Cela implique que ces fonctions bêta peuvent éventuellement — mais uni- 
quement dans une limite perturbative — constituer d’excellentes candidates au rôle d’équations 


du mouvement. Cet argument sera aussi valable pour r < 1. 


Equations du mouvement : une proposition 


Pour finir, des équations du mouvement peuvent être proposées telles qu’elles seraient com- 
patibles avec les diverses contraintes imposées par les fonctions bêta (5.2.12). En supposant le 


regroupement en champ @ = r + ôr nous pourrions exprimer les équations suivantes : 
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Elles redonnent bien les fonctions bêta obtenues dans la limite quadratique en remplaçant 
@ = r + ôr ainsi que T = Tt et T* = T~. Des actions compatibles avec chacune de ces 
équations prises séparément sont trouvables, mais il n’existe pas d’expression complète per- 
mettant de retrouver exactement (5.2.13). Nous verrons dans le chapite [6] que cela est dû à 
ambiguïtéé dans la correspondance des fonctions bêta aux équations du mouvement : il y a 
toujours la liberté de rajouter dans des termes proportionnels à des fonctions bêta, puis- 
qu’elles doivent être nulles. 


Une action de type Garousi n’est pas exactement compatible avec ces équations, puisque 
le terme de couplage dans les tachyons seraient d’après en o|T Fe C’est un point trou- 
blant, car elle est techniquement valable autour de tachyons dont les éléments de matrice S sont 
bien définis. Ce qui est le cas lorsqu'ils sont massifs. La résolution de cette énigme tient proba- 
blement du fait que la correspondance entre la physique des champs du modèle-sigma et celle 
des champs directement définis dans l’espace-cible n’est vraie qu’à des redéfinitions de champs 
près — voir par exemple [77]. Or, le point important reste que les équations du mouvement dans 
chaque cas doivent simplement admettre des solutions compatibles. C’est bien le cas ici, car à 
@ constant, il faut 7’ = 0. Nous donnerons plus de détail à ce propos en discutant les équations 
du groupe de renormalisation dans le chapitre [6] 


5.2.2 Phase sous-critique r < 1 


Dans cette région, les fonctions bêta (5.2.5) et (5.2.9) restent correctes si la déformation 
du tachyon off-shell EX +irX est toujours relevante, c’est-à-dire si w est réel. Toutefois, il 
ne s’agit pas du mode fondamental, puisque le tachyon est instable et devrait donc avoir w 


imaginaire. Pour cette raison l’approximation À < 1 n’est de façon générale plus valable. En 
birX +uw X0 





effet, le tachyon marginal est de la forme T x e7 avec w? = 1—r? si bien que ee? nw 1. 


Or, dans le domaine sous-critique, il est aussi possible de n’ ajouter off-shell que la déformation 





tirž A(X) puisqu'elle est relevante. Néanmoins, ça n’est pas une bonne idée de calculer les 


fav) 


fonctions bêta complètement off-shell pour en extraire des équations de mouvement, car les 


divergences ne sont pas universels et les contributions aux fonctions béta non-universelles. 


Fonctions béta des perturbations autour du tachyon roulant marginal 


Le développement autour de la déformation marginale au premier ordre est révisé dans ce 


paragraphe : 
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= ig DO des x 
+07 Ber tert f Ia o- + OX Xi + AO giga) (5.2.14) 
De nouveaux, il s’agit d’un cas particulier où toute la dépendance temporelle est supposée 
factorisée pour le tachyon et gelée pour le champ de distance. Les fonctions bêta off-shell obte- 
nues dans le schéma wilsonien, à partir entre autres de ce qui a été calculé dans la section 


sont simplement : 


Pör = —Adr 
Bs = (1 — r? —w?)d* + AAt — 9rôr XË + (5.2.15) 




















Dans le schéma minimal, les fonctions bêta obtenues sont identiques. L'absence du terme 
source dans la fonction bêta de la perturbation de distance est remarquable, tandis que le terme 
correspondant apparaît dans celle des tachyons. L'origine de cette absence est, comme nous 


X° multipliant l'opérateur OX de sorte que 


l’avions vu dans la section précédente, le facteur e?” 
l'opérateur produit n’est pas identifié à celui du champ de distance. L'opérateur e2** "OX ne 
peut de plus pas être assimilé à une déformation corrigée du champ de distance puisqu'il est 


irrelevant. 


Remarquons a nouveau que les fonctions béta ne peuvent étre considérées que dans la limite 


0 


perturbative À < 1 ou z” — —oo. En d’autres termes, le temps s’écoulant, les ordres A” 


devraient tous finir par contribuer. Toutefois, légalité 65, = —Adr est vérifiée dans tout le 
2nw X 0 





domaine et à tout ordre le long d’un tachyon eve XE(xi) à cause du facteur e 


Attention, ces remarques ne sont vraies que dans la limite où les dérivées successives du 

















tachyon sont négligeables : le long de TE x eh" +" ayec w? = r? +k? — 1 et k? > 1 — r?, 
c’est-à-dire tel que l’énergie est réelle, alors (5.2.1) est exactement retrouvée : 


Bop = Asr — rt d7 
B4 = —2rér A* (5.2.16) 











De nouveau, ce n’est donc pas une solution à moins que A* = 0 our = 0 et or = 0. 
Mais cela indique que le terme d’interaction r\* À" est toujours sous-jacent dans l’équation de 


mouvement. 


Etudions à nouveau les fonctions bêta des perturbations définies le long de l’ansatz plus 


général du tachyon, marginal au premier ordre pour w? = 1 — r° : 


0 


Tt = C(t) ES Co (je 
PeT (5.2.17) 
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Les termes croisés contribuent à la fonction bêta de l’opérateur ðX. Après calcul des OPE, 


les fonctions bêta s’expriment selon : 


Bsr = Ar — 2r (Cka + obw) +--- 
Baa) = Aaa) — 2rdr a, +... (5.2.18) 


Comme précédemment, les tachyons peuvent être redéfinis par ¢ > 4/ f(r)¢. Ces formules 
prouvent de nouveau que le terme d’ interaction doit être présent de façon implicite. Il s’annule 
le long du tachyon roulant, qui ici serait simplement obtenu en imposant ¢(2) = 0. Les équations 


du mouvement compatibles avec ce comportement sont encore, en notant ġo = r + dr: 





























Mn D tema cia 

T Q [a ge (OTOT + (1—¢°)|T\") 
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ôL * — A2 * 

o T* + (1 — pT (5.2.19) 


A la fonction f() et au cas particulier de la distance critique près, il semble donc que les 
équations du mouvement sont continues entre la phase sur-critique et la phase sous-critique. 
C’est un point très positif. Cela sera le cas aussi en théorie des supercordes dans le système 
D — D. Cependant, aucune action effective pour r et pour T ne peut être trouvée à partir de 
ces expressions. Cela sera rediscuté dans le cadre du système D — D pour lequel d’autres 
contraintes sur l’action effective existent. Toutefois, les couplages entre les champs déduits de 
ces équations ne sont pas compatibles avec une action quadratique aussi simple que (5.1.6). 
Cela montre qu’une action de type Garousi-TDBI ne peut pas décrire ce systéme, parce que les 
solutions seraient différentes. 

A Vinstar du cas massif, les excitations tachyoniques d’énergie réelle, c’est-à-dire de genre 
espace et pour lesquels des éléments de matrice-S sont bien définis par continuation depuis la 
phase massive, ne vérifient pas non plus d’équations de mouvement égales ou proportionnelles 
à celles dérivées depuis une action de type Garousi. Toutefois, elles partagent encore les mêmes 
solutions, donc il y a de fortes chances qu’ elles soient finalement compatibles dans ce régime. 


Remarque sur la solution tachyonique générale 


A partir de la formule (5.2.18) nous obtenons une combinaison pour laquelle les fonctions 
béta s’annulent telle que la déformation correspondante définirait potentiellement une CFT : 


T(x?) = Çet —i—e (5.2.20) 











avec À € R et w? = 1 — r?. L'interprétation physique de cette solution est incertaine 
0 





car elle décrit un tachyon, de type S-brane complète, décondensant depuis x» — —oo puis 
recondensant en x? — oo mais dont la phase (complexe) subit un décalage de 7/2. Cependant, 
cette expression n’est solution qu’à l’ordre quadratique et il faudrait vérifier que les fonctions 


bêta restent nulles aux ordres suivants — en utilisant par exemple la méthode de [43] à l’ordre 4 
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— mais aussi refaire l’étude des divergences logarithmiques de la section|5.1.2|en tenant compte 
des termes croisés et des nouveaux termes de contact. Ces calculs sont justifiables car, bien 
que physiquement peu pertinente, une telle solution peut contraindre l’expression de l’action 
effective, comme dans la méthode proposée par Kutasov et Niarchos dans [77]. 


5.2.3 Phase critique r = 1 
En comparant les fonctions bêta (5.2.11), (5.1.30) et (5.2.18) et en particulier celles de dr 


nous distinguons clairement une discontinuité en r = 1. En effet : 
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Aër — 2r (Kol + al) + 
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(5.2.21) 





avec en r = 1 par continuité dans la définition des déformations de bord A* = Ca) + (2). 
Il apparaît donc nettement qu’en la distance critique les contributions de r > 1 s’ajoutent avec 
celles de r < 1. Puisque ial + Cl” > Ca) + Gal” nécessairement Cw + Cys) < 0 
de sorte qu’en r = 1 la contribution est intermédiaire. Il s’agit pour ces équations de flot d’une 
façon de rendre les limites r — rf et r — r7 compatibles. Ces équations sont toutefois 
discontinues à la distance critique, et le terme source change de signe : le système y subit 
donc une transition de phase. La continuité n’est rétablie que si Cu) = 0 pour à = 1,2 qui n’est 
évidemment pas une limite intéressante. 

Cette discontinuité en r = r. exprime également le fait qu’une théorie des champs en r = re 
n’est pas bien définie, parce que d’un côté nous avons une phase stable et de l’autre une phase 
instable. En outre, à propos de la transition sous-critique/critique, d’après notre étude sur les 
divergences du modèle roulant en fonction de la distance, le nombre de contretermes de type 
terme-de-contact à ajouter à l’action de surface tend à exploser en r7 . Ainsi, dans cette limite, la 
théorie est non-renormalisable, mais pas en r = re comme nous le voyons bien. Il s’agirait d’un 
moyen pour le système de mener à la discontinuité, ce qui est réminiscent de la limite c > 1 
dans les théories de Liouville [104]. Nous savons par exemple que la continuation 
analytique b — tb (i.e. Q — 0 ou c — 1) pour passer de Liouville de genre espace a Liouville 
de genre temps n’est pas très bien définie. Or notre modèle est très similaire dans la forme a 
une théorie de Liouville, mis à part les facteurs de CP. En ce sens, la transition b + ib semble 
similaire à la transition w — 0 (soit c = 2 — c = 1) dans l’opérateur du tachyon sur le bord 
ciV'1/2-w?X+HX° Nous n’avons pas exploré plus en détail cette relation, puisque ça n’a pas été 


un point crucial pour notre étude. 


5.3 Conclusion 


Dans ce chapitre, il a été démontré que le système brane-brane séparé à distance constante 





admettait une solution de condensation temporelle de type demi S-brane \+e¥!~" z” dans le 





secteur interbranaire, paramétrisée par les facteurs de Chan-Paton o* € U(2). Cette solution 
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était représentée sur la surface de corde par une déformation de bord exactement marginale. 
Cette propriété était en revanche perdue en certaines valeurs de distance r = 4/1 — 1/4n? pour 
tout n € N*. En ces valeurs, les fonctions bêta du tachyon du secteur o? recoivent des contri- 


butions non nulles proportionnelles à (AT À)" et cela est à des résonances entre les opérateurs 











ot Q eVI-PX°tirX et eX° c’est-à-dire des divergences logarithmiques. Ces valeurs de distance 
brisant la marginalité sont denses autour de la valeur critique re = 1 telles que la limite r — r7 
n’est pas renormalisable. Cela est en accord avec la non-marginalité du tachyon à la distance 
critique, qui se couple au champ de distance et attire le système en r = r7. 

Ainsi, dans un schéma réaliste d’évolution du système initialement posé à la distance cri- 
tique, le couplage à l’autre tachyon est inévitable puisque les valeurs r = V1 —1/4n? sont 
denses autour de r = 1. La condensation du tachyon o? c’est-à-dire hébergé sur chaque brane 
est bien comprise — cf. chapitre [4]- et nous en déduisons qu’au moins chaque brane s’évapore 
indépendamment l’une de l’autre sous forme de cordes fermées, à la fois par confinement du 


champ électrique sur chaque brane quand x° 


— oo et par couplage des cordes fermées à la 
brane [78]. Ainsi, il est physiquement peu probable que le système puisse persister à distance 
constante, mais la condensation du tachyon sur chaque brane permet d’avoir une vision as- 
sez claire de son évolution même si la vélocité relative des branes est non-nulle, menant à sa 


désintégration complète en cordes fermées. 


En outre, le calcul de l’action effective a été initiée en étudiant le groupe de renormalisation 
du modèle sigma légèrement perturbée autour du tachyon roulant. Il s’agissait d’une approche 
pertinente, tant que le tachyon roulant était choisi marginal à l’ordre dominant dans les fonc- 
tions bêta. Des équations du mouvement ont été obtenues à partir des expressions des fonctions 
bêta invariantes|!"| mais n’étaient pas compatibles avec une expression d’action effective, ni en 
particulier celle de type Garousi (5.1.6). Cependant, dans le régime massif et pour un tachyon 
de genre espace dans la phase tachyonique, au moins pour une distance constante, leurs so- 
lutions sont compatibles avec celles dérivées d’une action de type Garousi. Nous avons aussi 
mis en valeur l’existence d’une transition de phase du système en la distance critique lorsque le 


tachyon est allumé sur le bord. 


Cette étude sera prolongée dans le cadre du système D — D pour lequel d’autres contraintes 
sont posées. Cette autre approche montrera que les fonctions bêta mènent aux mêmes contraintes 
sur les champs que des équations du mouvement dérivées d’une action effective quadratique ob- 
tenue par une méthode indépendante également autour de la solution de tachyon roulant. 





11. Par changement de schéma de renormalisation. 


Chapitre 6 


Condensation de tachyon en supercorde et 


système brane-antibrane 


Dans le système brane-antibrane la situation de la coïncidence est bien assimilée et en par- 
ticulier en ce qui concerne le tachyon découplé des autres champs. Cependant, nous savons 
que dans ce système le tachyon est couplé de façon non abélienne à ces derniers. Or comme 
dit dans l’introduction, le domaine de validité des propositions d’actions effectives faites par 
Garousi dans concerne a priori uniquement des tachyons de genre espace. Il faut donc 
les considérer avec précautions si on souhaite en étendre le domaine de validité aux tachyons 
condensants dépendants du temps. En suivant l’expression de l’action de Garousi, nous avons 
grosso-modo que le tachyon est effectivement couplé minimalement à un certain nombre de 
champ de jauge de cordes ouvertes et que réciproquement, ces champs de jauge sont couplés au 
tachyon. 

En décrivant une paire D — D disjointe spatialement par une distance finie (disons £) pas 
forcément constante, nous avons que le champ de distance (disons 6) est tel que sa valeur dans 
le vide” est (D) = £. Ce champ est non-massif et par T-dualité correspond à un champ de 
jauge minimalement couplé au tachyon. Ainsi le champ de distance (non-abélien) serait couplé 
au tachyon (non-abélien) par un terme du type [, T|?. Naturellement — et c’est ce qu’obtient 
Garousi dans — la distance et le tachyon sont interdépendants de telle sorte qu’il n’existe 
aucune solution classique aux équations du mouvement, condensante et à distance constante. 

Par étude des équations du mouvement, nous l’avons constaté dans le chapitre[Î| En résolvant 
numériquement ces équations, nous avons observé un comportement privilégiant une attraction 
vers l = 0 mais qui n’y stabilise pas et oscille. Nous avons aussi vu à partir de l’expression 
des équations du mouvement qu’il ne pouvait pas exister de solution non triviale à distance 


constante. 


Or nous allons montrer dans la section [6.1] qu’il existe une CFT admettant sur le bord une 
déformation tachyonique dépendante du temps de type demi S-brane à distance constante. Le 
système brane-antibrane séparé et de la distance critique est défini dans l’introduction sec- 
tions et 4.3} Nous utiliserons maintenant r = ¢/27 de sorte que la distance critique dans 
cette variable est] re = 1/V2. 

Bagchi et Sen [7] avaient montré que dans la partie du domaine tachyonique r < r./V2 la 





1. Nous utilisons la convention a’ = 1. 
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déformation en question était exactement marginale. Par ailleurs, nous avons montré par 
notre étude que cette déformation était aussi une CFT dans la partie manquante r > r,/V/2. 
Pour être plus précis nous l’avons montré pour tout r < 17/6. Cependant, de forts indices 
— supersymétrie en l’occurrence — nous font conjecturer qu’elle doit l’être sur tout le domaine 
tachyonique. Ainsi les calculs — en particulier la fonction de partition — que l’on peut effectuer 
enr < r./v2 peuvent être continués analytiquement à tout r < re. 


Dans la section [6.2] nous avons étudié le groupe de renormalisation en dehors de la CFT. 
Nous avons calculé les fonctions béta associées aux divers couplages, puis nous en avons 
déterminé des équations du mouvement pour les champs de tachyon et de distance. Dans la 
section|6.3|nous exprimons la fonction de partition sur le disque le long de la BCFT du tachyon 
roulant a distance constante. Nous avons calculé la fonction de partition a l’ordre 8 dans les 
tachyons à la distance r,/V2 en mettant en valeur les contributions du terme de contact dans 
l’expression en super-espace. Nous introduisons également une méthode diagrammatique qui 
s’est révélée pratique d’utilisation. Enfin dans la section nous discutons du calcul d’une 
action effective en utilisant la méthode de Kutasov et Niarchos et la fonction de partition a 
l’ordre 2 dans le tachyon. Nous obtenons une action effective quadratique dont l’expression est 
totalement contrainte et qui est compatible — dans une certaine mesure — avec les équations du 


mouvement que nous avions obtenu auparavant. 


6.1 CFT du tachyon roulant dans système brane-antibrane 


séparé 


Le systéme brane-antibrane admet un tachyon bi-fondamental dans le spectre des cordes 
ouvertes du secteur interbranaire. De la même manière que dans le cas bosonique, il existe trois 
phases distinctes. Celle pour laquelle le bi-fondamental est massif (r > re), puis celle où il est 


exactement non-massif (r = r.) et enfin celle où il est tout à fait tachyonique (r < re). 


6.1.1 Déformation de tachyon roulant dans domaine r < r, 


Comme cela est expliqué dans la section [5] pour le modèle bosonique équivalent, la théorie 
des champs effective pour les champs tachyoniques et non-massifs est décrite par l’action ef- 
fective à l’ordre des arbresf] La théorie des cordes doit s’exprimer dans le fond composé des 
configurations classiques des champs tachyoniques et non-massifs. En ce qui concerne le fond 
tachyonique, cela revient à ajouter sur le bord, dans l’action de la surface, deux tachyons com- 
plexes conjugués l’un de l’autre dans les secteurs représentés par les facteur de CP o* et o7 
à une distance r. Nous nous plaçons dans le demi-plan supérieur z € H+. Les tachyons sur le 


bord sont représentés par les opérateurs de vertex : 





2. Cela tient son origine dans l’instabilité tachyonique de la théorie à l’ordre des arbres qui implique la di- 
vergence de la contribution à l’ordre d’une boucle et plus : les calculs quantiques perturbatives perdent tout leur 


sens. 


Chapitre 6. Condensation de tachyon en supercorde et système brane-antibrane 151 





T= ot Q at G ci peye 
T=o @X perk p(xe 88,0) (6.1.1) 


où nous avons regroupé tous les termes dépendant des partenaires fermioniques des bosons 
X° et X dans f et f*. Nous allons préciser leur expression bientôt. Nous avons choisi une no- 
tation un peu trompeuse : le fermion w défini sur le bord est ici le dualf| de w et non le champ 
antiholomorphe. Cela reste suffisamment clair puisqu'il n’existe aucune distinction entre holo- 
morphe et antiholomorphe sur le bord. Pour les fermions définis sur le bord ici, nous utilisons 


la convention : 


X(z) = X(z) + i0(z) (6.1.2) 


Par rapport a la définition donnée dans l’introduction (2.4.15), nous identifions donc ici 





Y aw. Dans (6.1.1), l’exponentielle etirX est un opérateur de twist qui permet d’inclure les 
conditions aux bords de fagon condensée et qui donne les bons poids conformes et donc les 
bonnes OPE. Pour être tout à fait rigoureux, il faudrait initialement partir de l’action [120] : 


3 Pe 3 = 
S= Sur +1 © f a(x) aX +iZ g f BOX) wep 
+at ®@ M$ KU +0 &À- prey) (6.1.3) 


et choisir ¢( X") = r + dr(X®) avec r constant. Ensuite, le terme en o? @ rôX modifie 


les OPE des tachyons, à cause de [o*, a*] 4 0 mais peut être réabsorbé dans la définition des 





champs de tachyon sous la forme de l’opérateur de twist que l’on vient de nommer. Ce point 


sera plus clair lorsque nous introduirons les fermions de bord. Ainsi nous avons : 


o? es g? Sd 
S = Sun tiy ® f or(xejax +i ® f ansr(X urd 
+07 ® at BoE F(X8, 4,0) +07 8AT FEAT AT) (6.1.4) 


Nous allons maintenant montrer qu’il existe une solution de condensation de tachyon roulant 


à distance constante, c’est-à-dire : 


f(X*, 04,9) = (irọ + we?) eet 6r(X*) =0 (6.1.5) 





avec w = 4/1/2 — r?. Dans la suite, Y? = +irw + ww. Pour montrer que cette solu- 
tion existe bien, il faut s’intéresser à une action encore plus générale. En effet, une théorie des 


cordes est une solution des équations du mouvement si et seulement si elle est une décrite par 





3. De méme que X est le dual, conjugué au moment d’enroulement, de X. 
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une théorie conforme sur la surface de corde. Pour cela, il faut que dans le modèle sigma non 
linéaire — voir section B.2]- les fonds classiques constituent des configurations représentées par 
des couplages exactement marginaux, c’est-à-dire dont les fonctions bêta du groupe de renor- 
malisation sont nulles à tout ordre en perturbation. Or nous avons vu dans le chapitre f|que les 
termes importants dans les fonctions bêta sont en particulier ceux qui sont universels, c’est-à- 
dire ceux qui proviennent de résonances et qui ne peuvent pas être réabsorbés par redéfinition 
des champs. Il se trouve que l’action (6.1.4) n’est pas complète de ce point de vue, car les ta- 
chyons peuvent éventuellement entrer en résonance avec des termes du type e?"“* ° comme nous 
l’avons aussi vu en théorie bosonique. Cependant, à l’inverse de ce dernier cas ces résonances 
sont multipliées par des coefficients dont la somme est nulle, grâce aux fermions, donc grâce à 


la supersymétrie, ce que nous montrerons maintenant. 


6.1.2 Résonances et contretermes 


Nous devons dans un premier temps introduire des termes de bord du type : 


Pe you f ga (6.1.6) 


n>1 


mais qui ne sont pas explicitement supersymétriques et par conséquent brisent la symétrie 
superconforme sur le bord. Dans le meilleur des cas, les coefficients u” dépendent des autres 
couplages et des cut-offs uniquement de telle sorte qu’ils suppriment les divergences néfastes 
dans les amplitudes. Même s’ils brisent explicitement la supersymétrie de surface en réalité 
ils l’a rétablissent in fine dans les calculs. Rappelons que l’ajout de cut-offs UV ou IR brise 
explicitement la symétrie de Poincaré (et donc aussi la supersymétrie) sur la surface de corde 
mais qu’à la fin elle doit être recouvrée par soustraction des divergences. 

Dans le pire des cas, ils seraient indépendants des autres couplages et auraient des fonctions 
bêta non triviales. Alors la théorie complète serait non-marginale dans ses couplages et non- 
supersymétrique et par conséquent non-superconforme. Elle ne serait donc pas une solution des 


équations du mouvement de la SFT. 


Ces termes ne sont associés à des résonances que si 2nw = 1. En effet, les tachyons étant 
marginaux, seule la production d’un opérateur marginal par fusion peut être associée à une 
résonance, puisqu'il faut ha + ha — 2 = he — 1. En outre, ces termes entre eux n’ont clairement 
pas de résonance, car dimensionnellement 4(n? + m? — (n + m)?)w? = 1 devrait être résolu 
par nm = —1/8w?. Or n et m étant positifs, cette équation est impossible à résoudre. Et donc 


il ne faut ultimement s’intéresser qu’au terme : 


o? Q po f e” (6.1.7) 


quand w = 1/2n. Les autres entrent dans le cadre du meilleur cas présenté plus haut et ne 
sont donc pas problématiques. Ce dernier peut en revanche être potentiellement un pire cas et 


montrer qu’il ne l’est pas n’est pas aisé ; nous y dévouerons la section suivante. 
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Puisque n > 1, alors pour tout w > 1/2 la théorie est exactement marginale dans ses cou- 
plages et supersymétrique, donc superconforme. C’est la conclusion exacte de Sen dans [107]. 
Sachant que w — 1/2 —r? ce domaine correspond à tout r < 1/2. Il nous parait étrange 
que la solution de tachyon roulant ne soit valide qu’à partir de cette valeur de distance, car ça 
n’a physiquement pas de sens contrairement au cas du modèle bosonique. C’est ce qui fait que 
l’on s’attend par continuité à ce que la supersymétrie rétablisse la symétrie conforme aussi pour 
re >r > 1/2. 

Comme nous l’avons suggéré plus haut, nous verrons en effet que les termes purement 
logarithmiques dans les cut-offs associés à cet opérateur de vertex se suppriment ensemble. 
Nous ne le montrerons pas pour tout r < re car trop compliqué — il nous est impossible de 
pousser le calcul jusqu’à des ordres infiniment grands — mais pour tout r < \/17/6, c’est-à-dire 
jusqu’au sixième ordre dans les OPE des tachyons, c’est-à-dire n = 3. Nous extrairons de ces 
calculs les divergences UV parmi lesquels les logarithmes dont le coefficient doit s’annuler. 
Nous mettrons en valeur que la supersymétrie est à la source de ce mécanisme de suppression 


et nous argumenterons que l’on peut donc étendre ce résultat à tout r < re. 


6.1.3 Termes logarithmiques à l’ordre 2 et 4 dans les tachyons 


L'action de départ de cette étude est : 





S = Su @ P aaa +o @À gu z irX+wX° (6.1.8) 


Elle est définie sur le demi-plan complexe H. Ces déformations tachyoniques apparaissent 
à l’intérieur de l’intégrale de chemin avec la convention Z œ f e~° et sont développés suivant 
une série de Taylor, de la même manière que pour des interactions perturbatives en théorie des 


champs. Les champs fondamentaux vérifients les OPE suivantes : 











(6.1.9) 


Nous les utiliserons pour calculer les OPE des opérateurs de vertex des tachyons : pertur- 
bativement la théorie fondamentale est libre et constitue une CFT. Donc toutes les amplitudes 


peuvent être calculées à partir des formules des OPE fondamentales données ci-dessus. 


Développement au second ordre 


Le développement de e--21#" $ di est donné conventionnellement jusqu’au deuxième ordre 
par la formule suivante, en utilisant des régularisations UV et IR telles qu’implicitement € — 0 
et L — œ et en présence de facteurs de CP : 
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Pe SD Qu] $ Pi 


eshi- Ee TEDE Loe onw fau f" doo oj (w +.) 


(6.1.10) 


L'opérateur d’ordre P agit sur les opérateurs en les ordonnant dans l’ordre croissant. C’est 
en particulier important lorsque les opérateurs sont fermioniques, tels qu’ici les tachyons : 
l’ordre ne tient pas compte de leur anti-commutativité. Techniquement, il faut aussi sommer 
sur les facteurs de CP en ajoutant une trace dans les calculs d’amplitude mais il faut s’abstraire 
de cette opération ici car les divergences doivent être supprimées de telle sorte que tout calcul 
d'amplitude y compris avec des insertions sur le bord doit être régulier. Ainsi, au second ordre 


dans les tachyons, nous devons calculer : 


w+L N = 
ota Q@AT\7 fof dz syte irX+wX" (zys eT" Xt (yt 





w+L _ 
+ act QATA pen dziŸ e xt, Jerept er Xe" (yy) (6.1.11) 


Le calcul est immédiat en utilisant (6.1.9) et donne : 


w+L 5 
ata @ATN- faf dz (z2—w)# 27 1 


W+E 


x pe AHOA? (je X OX (an) (47? — 1 + (2 — wht (2) (w)) : 
je” 
+ o-ot @ AtA fef a = w)” 2—2r?—1 


x te WX 4wX0(y on ) (4r? =] (z = wy (z)v*(w)) x (6.1.12) 


Or puisque w? +r? = 1/2, alors 2w? —2r?—1 = —4r? et avec r? < 1/2. Par conséquent, par 
développement des opérateurs autour de w seul l’ordre zéro sera éventuellement divergent UV. 
En effet, ce dernier est divergent tant que r? > 1/4 tandis que l’ordre premier est divergent pour 
r? > 1/2. Nous n’étudierons pas le système en r = rą dans un premier temps car le tachyon 
y est non-massif, par conséquent nous ne devons garder dans que l’ordre zéro. De la 
sorte, il vient : 


o? @ AtA (oe ee 1) I dw te X° (w): (6.1.13) 


Le cas r? = 1/4 est particulier. Techniquement nous devrions avoir que l’intégrale donne 
un logarithme puisque l’intégrande est proportionnel à (z — w) !. Cependant, en cette valeur 
de distance, le coefficient multiplicatif qui provient directement des fermions s’annule car il est 
proportionnel à 4r? — 1: 


o? Q ATAT (4r? — 1) 





L 
In z fa te (w): =) (6.1.14) 
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Pour r > 1/2 il faut soustraire la divergence UV tandis que pour r < 1/2 la divergence est 
uniquement IR et nous pouvons la négliger. Pour r > 1/2 la divergence est de type puissance, 
donc dans un schéma de soustraction minimale il faut ajouter un contreterme à l’action. Ce 


dernier n’affecte pas la marginalité de la théorie, car il n’est pas logarithmique : 


Sa = —0° @ ATX el 4? [ew eX" (w); (6.1.15) 


D’après la discussion de la section [3.2] il ne modifie clairement pas la fonction béta d’un 


2 8 2 0 
couplage u associé à l’opérateur de vertex e2** 


Bı = (4r? — lun (6.1.16) 


La condition de marginalité impose uı = 0 et ne subsiste donc que le contreterme dépendant 





de A* et € qui ne s’oppose en rien à la marginalité de la théorie. Nous verrons dans la sec- 
tion que le contreterme UV apparaît naturellement sous la forme d’un terme de contact, 
lorsque nous partons d’une action manifestement supersymétrique, c’est-à-dire exprimée initia- 


lement dans le super-espace. 


Développement au quatrième ordre 


A partir de l’action (6.1.8), il n’y a pas de terme résonant à l’ordre 3, ce qui est assez aisé 





à voir à cause du terme e+”"*+%X°, Le développement à l’ordre 4 fait intervenir une OPE à 4 
points du type T*T~T*T~ à cause des facteurs de Chan-Paton dont l'intégrale est divergente. 
L’extraction de toutes les divergences est une tâche difficile à cause de l’ordre d’intégration. 
Nous obtienons a priori un ensemble de divergences de type puissance. Néanmoins, pour 
w = 1/4 our = V7/4 > 1/2 la fonction à 4-points est résonante et, par conséquent, devrait 
donner des divergences logarithmiques. Nous verrons dans cette section que ces divergences 
se suppriment ensemble, et ce, grâce aux combinaisons fermioniques. Cela constitue le point 
principal de notre article [62]. 

Nous devons aussi tenir compte des corrections apportées à l’action qui ont permis ci-dessus 
de régulariser l’ordre quadratique. Pour r > 1/2 il faut donc aussi considérer les contributions 
du contreterme quadratique ajouté précédemment sous la forme S + Sa. En effet, il 
n’est pas exclu qu’il produise aussi des divergences par OPE, au deuxième ordre avec lui-même, 
ou au troisième ordre avec les deux tachyons. Il y a cependant peu de chance qu’elles puissent 
être de type logarithmiques à cause du facteur en puissance des cut-offs qui le précède. Et en 
effet, aucune divergence logarithmique n’est produite. Au mieux, il permet de supprimer des 
divergences de type puissance, sous-dominantes à l’ordre 4, et dans le meilleur des cas toutes 
les divergences. 

Nous trouvons que le contreterme permet effectivement de supprimer une grande partie des 
divergences à l’ordre 4. Toutefois, nous avons obtenu qu’il laisse une divergence résiduelle 


associée au terme : 


PaA ST iao f a (6.1.17) 
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avec f(w) une fonction non-divergente dont nous n’avons pas réussi à obtenir une formula- 


tion compacte. 


Tout d’abord, occupons-nous des OPE à quatre points dans les tachyons, TYT TYT? et 
T-T*tT T°. Le terme correspondant est : 


w+L z+L y+L 
oto o'a ® ary d'au f ae f aw f dx 
wre +E y+E 


ropte to? (y Jiye “ir À +wX (ay jiyTe inXK+wX° (rrp e "tux? (y) 


nee a+L y+L 
+a ata ot Q (AtA) fa vf ae f aw | 
yte 


tape XX, jipte Rra (ay jipe —irX+wX0 (x yerpt et tox? (y); (6.1.18) 


AwX0 


Seules les divergences associées à l’opérateur e seront ici intéressante. La raison est à 


la fois que cet opérateur est le seul qui peut devenir résonant avec les tachyons pour w = 1/4 et 
Awx0 


que dans la fonction de partition il est le seul à survivre dans le vide sous la forme f dx° e 


Les OPE ne sont pas difficiles à calculer, elles sont : 


rapt eiXtuX? (y Jiye mir +wx? (ay Jite X tox? (q jiye mir +0 x (y) 


* 


= (zw) (2 — 2) (2 = wa — yo — y) 


x CC 1 (4w? — 1)? x ex? 





La combinaison qui apparaît entre parenthèses est très importante, il s’agit de la contribu- 
tion des fermions que l’on a calculé en appliquant le théorème de Wick. Le fait particulier qu’il 
s’agisse de fermions est crucial car alors le terme central est bien soustrait et non additionné. 


Nous obtenons ainsi la bonne combinaison de coefficients s’annulant en w = 1/4. 


La méthode de calcul de l’intégrale est expliquée dans l’annexe de notre article [62]. Nous 
noterons a = 4w?. Après de longs calculs, nous obtenons : 


TE X2 —E L3—E 
avo far | dea f dza f dzat T? (x1) T (£2) TT (x3) zY T (ca) 


3—L 


1 L 2—2a a—1 L 1—2a L l-a 
0 — — — — 
a ofa (2) 7 a (2) (2) Wa 


1—4a L\1-4a _ 
4 (2) U(a) + CE væ) Be far: eo | (6.1.20) 











avec U(a), V(a) et W(a) des coefficients numériques non singuliers en a = 1/4. Il est 
important que U (a) soit non singulier car la divergence associée est alors non logarithmique en 
a = 1/4. Le coefficient W (a) est explicitement : 
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2F1 (—a, a— l,a, —1) 
a-—l 





2(a—1)f oFi(-a,a+1,@+2,-1) | 
3a a+1 | 








OT ee r E y E | 
pire ae | (6.1.21) 
A + 


Le coefficient V (a) est donné par la formule exacte : 


Vas aay (ere | 





2F1 (1 — 2a, 2 — 3a,3 — 3a, —1) 
Ga 2 — 3a 
x 2F1 (—a, a — 1,a, —1) °F: (—a, 1 — 2a,2 — 2a, —-1) 
dl 1 — 2a 





_2M(2-aa+l,a+2,-1) eeo mm) 
| a+1 


1 — 2a 
F, (l—a,a,l+a,—-l 
(2( 1) 1 (2 1 ( 74, ; ) 

















oF, (1 — a, 1 — 2a,2 — 2a, —-1) 
P l 1 — 2a 
Fi (1-2 Rady sea 2e sel 
P (- 1( a,a,a+1,-—1) | oF; ( a A a ) (6.1.22) 
a — oa 


En revanche le coefficient U(a) n’est connu que sous la forme d’un développement en série 


que nous avons vérifié comme convergeant relativement rapidement (100 itérations suffisent) : 


U(a) = (a— 1) (=e — 2a,a — 1;a; —1) 
































_ 2F1(1 — 2a, —3a; 1 — 3a; —1) 
Aa — 1 a— 1 | 3a 
` 2Fı(—a, 1 — 2a; 2 — 2a; —1) | 2F1(—a,a — 1; a; —1) 
1 — 2a | a—1 
| 2F1(2 — a, 1 — 2a; 2 — 2a; —1) | 2F(2—-a,a+l;a+2;-1) 
| 1 — 2a | a+1 
lan ARES a aE | oFi(1—2a,a;4+ E) 
4a — 1 3a — 1 | a 
2 oFi(1 — a, 1 — 2a; 2 — 2a; —1) | 2Fı(1 — a,a;a + 1; —1) 
1 —2a | a 
— (a+ 1) 
— 1)? 
ie A CET EAU ta Geo) 
2Fı(n — a, —2a +n + 1; —2a +n + 2; —1) 2Fı(n — a, —2a + n — 1;n — 2a; —1) 
—2a+n+1 i —2a+n—1 
— F(a—1) 
— 1) 
wa D Toe EAE 
(Se EE 





| 2Fı(—a +n +2, —2a +n + 3; —2a +n + 4; —1) 
—2a+n+l | —2a+n+3 
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2 = Tr(a) 
ue SR 2, AL Da 00 Dre D 
2F(-a+n+1,-2a+n+1; —-2a+n+2;-1) 
—2a+n+1 
Puisque les séries convergent vite, U(a) peut être connu avec une bonne précision pour tout 
a<1/4(ouw < 1/4). 








(6.1.23) 


Maintenant intéressons-nous au sort des divergences logarithmiques dans l’intégrale TTTT. 
Puisque : 
ae 4 a214) L 
ea Oe 
seul le dernier terme dans est potentiellement divergent logarithmique en w = 1/4. 
Il se trouve que dans cette limite le coefficient V (a) est exactement nul. Par comparaison de 


(6.1.24) 


ce calcul au cas bosonique correspondant, ce sont bien les trois différentes contractions avec 
les bons signes relatifs qui permettent de supprimer le coefficient et donc la divergence loga- 
rithmique comme attendu. Or, le même mécanisme s’applique à l’ordre 2. Il parait naturel de 
conjecturer que cela s’applique aussi à tous les ordres supérieurs, car il semble bien que cela 
découle de la supersymétrie sur le bord. 


Contributions du contreterme 


Maintenant, il faut quand même s’assurer qu’aucune divergence logarithmique n’est pro- 
duite dans les OPE impliquant le contreterme, que l’on notera C(z) = ex (7). En effet, 
pig q 
celles-ci peuvent contribuer aux divergences associées à l’opérateur eX’ à l’ordre (ATX)? 
P 8 P 


dans les combinaisons suivantes, à l’ordre 3 : 


+T-(w)T*(x)C(y)) (6.1.25) 


Mais aussi à l’ordre 2 sous la forme : 


o? Q e?) f dx | dy C(x)C(y) (6.1.26) 
a—L 


Pour les termes de type CTT, nous obtenons aprés quelques calculs, dont les détails sont 
explicités dans les annexes de notre article : 





CTT +TCT ATIC ~o’ Q 
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Les coefficients X (a) et Y (a) sont donnés par : 








x(a) = oO f lat, SRA Sea ia) 








F, (2 ayes 
(oe aise | (6.1.28) 
a+l 





et Y(a) qui ne s’exprime qu’en fonction de développements en série rapidement conver- 
geants (en 100 itérations typiquement) : 























oo 1 
T (a) oFi(n — a, 1 +n — 2a;2 +n — 2a; —1) 
Paisu 
aga Den eu eol 1+n-—2a 
_ Fils —a,1+s—2a,2+s8—20;-1) | Filn—a,s+n—1—2a;8 +n —2a;—1) 
1+s-— 2a i s+n—1—2a 
_ Fi(s —a,n+s—1—2a;n+ 8 —2a;—1) 
| n+s—l1-—2a 
an ría) (a — 1 Fı(1— a,n +p -— 3a,n + p+ 1-— 3a,—1 
re Tr(a- n) (1 +n)l(a—1-—p}l(1+p) 3a- n-p 
M F12 +p—a,n+p+1-— 2a,n +p +2 -— 2a, —1) 
n+p+1-— 2a 
oo 1 
Tr(a — 1) 
(a= 1 
l 12 2 Gaiam ene 
F, (2 — 1-2 2 — 2a, —1 
2 1( +p a,stpt+ a,s+tpt+ a, ) (6.1.29) 
s+p+1-— 2a 


Nous avons vérifié que ce terme est effectivement convergeant en w = 1/4. Par conséquent, 
la divergence associée n’est sûrement pas logarithmique. Enfin en ce qui concerne le terme du 
type CC, il est explicitement : 


ae 0 A 1 L 2—2a S L 1—2a 
2a+1 \e E 


5 ba S Fi aa G D AIN 
4(2a + 1)(2a — 1) € 








<i f dz, te “93(z,). (6.1.30) 


Ici encore, le facteur précédant (L/e)'“* est non-singulier en w = 1/4 donc la divergence 
est non logarithmique en cette valeur. 


Ainsi, les contretermes ne contribuent pas logarithmiquement en w = 1/4. Compte-tenu 
de l’expression des termes du type TTTT, nous pouvons conclure qu’il n’y a définitivement 


aucune divergence logarithmique à l’ordre 4 dans les tachyons. Par conséquent, la théorie est 
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exactement marginale jusqu’à la prochaine résonance à l’ordre 6, c’est-à-dire en r = V/17/6. 
Puisque le mécanisme de suppression de la divergence logarithmique est visiblement dû à la su- 
persymétrie, nous pouvons conjecturer que ce mécanisme s’ applique aussi aux ordres supérieurs 
et pour tout r > r./V2. 

En outre, il s’agit d’un comportement attendu, car à la différence du modèle bosonique, où 
la perte de marginalité est physiquement justifiée par couplage au tachyon du secteur o° ici cela 


n’a aucune justification physique. 





La théorie du tachyon interbranaire roulant dans le système brane-antibrane séparée 








est une théorie conforme de bord en toute distance constante r < re. 





Remarque sur les divergences résiduelles 


Pour être bien rigoureux, il faut aussi voir ce qu’il advient des divergences de puissance et 
s’il persiste quelques divergences résiduelles après ressommation de toutes les contributions : 
schématiquement au quatrième ordre CC + CTT + TCT +TTC + TTTT. Par comparaison 
de (6.1.27), and (6.1.20), nous trouvons que tous les coefficients placés devant chaque 
divergence s’annulent exactement pour tout valeur w > 1/4. De sorte que par ajout du contre- 
terme de deuxième ordre, apparaissant en fait naturellement en exprimant la théorie de surface 
de manière manifestement supersymétrique — voir section suivante — alors la théorie est bien 
définie dans UV pour tout w > 1/4. 


Nous n’avons pas pu obtenir de formule exacte pour le coefficient, noté f(w) dans (6.1.17), 


associé au terme d’ordre 7% divergeant pour tout w < 1/4. Son expression est en fonction de 


U donnée dans (6.1.23) et Y donnée dans (6.1.29) : 


5 — Mw? — (8w? — 1)25" +? F1 (1 — dw, —4w? — }; dw? + à; 


Ale 





Fw) = Ull?) — Y (4?) Te + DU i 


(6.1.31) 

En utilisant une évaluation numérique, nous avons trouvé que ce coefficient donne une 
contribution finie mais non nulle pour w < 1/4. Ainsi une divergence résiduelle dans cette 
région persiste. Par comptage de puissance, cette divergence non-supprimée correspond à la 
contribution de quatre tachyons interagissant simultanément en un même point. Ce n’est pas 
inattendu, puisque par nature le contreterme correspond à la collision de deux ta- 
chyons d’abord et par conséquent ne peut jamais contribuer pour une collision simultanée de 
quatre tachyons. Puisque cette divergence n’est pas logarithmique, elle n’est pas pathologique 
et n'empêche pas la théorie du bord d’être conforme, mais elle doit tout de même être renor- 
malisée. Cela indique qu’il faudrait ajouter de nouveaux termes de contact à 4 tachyons et 


probablement à plus aux ordres supérieurs. 


6.1.4 Expression manifestement supersymétrique en super-espace 


Placons-nous dans le super-espace paramétrisé par (z, Z, 0, 0) et tel que z € H} et 0 = n0 
le long du bord. Ici 7 = +1 correspond à la structure de spin que nous avons déjà introduit dans 
la section [2.4] La notation A représente un superchamp tel que : 
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A(z, Z,0,0) = A(z, Z) + i0@(z) + 100(2) + 00F(z, 2) (6.1.32) 


Et sur le bord nous aurons par conséquent : 


A(z,0) = A(z) + i0 (ot) +nole, z)) (6.1.33) 


Les tachyons en super-espace sur le bord sont représentés par les opérateurs de vertex : 





T(X?, X) = At f dzd0 r+e”* f(X°) 











TX, K) = f dzdð T-e~®™ f*(X*) (6.1.34) 


Les facteurs de CP sont remplacés par des degrés de liberté supersymétriques définis sur 
le bord 120]. Ce sont des superchamps de fermi T5 = n° + i0F tels que n” est un 
fermion de bord et F= un champ auxiliaire. Ils ont un terme cinétique sur le bord, tel que la 


























quantification des champs 7° donne les facteurs de Chan-Paton. Ce terme cinétique est F* DT- 
en introduisant la super-dérivée de bord D = 0g + 00. L'action (6.1.4) s’exprime directement 
dans le super-espace par : 


S = Sbulk = f azao TDI" — i f azad A'T Tt — i $ azad ATT (6.1.35) 


avec la super-dérivée covariante D = D+i® (X*) DX, c’est-a-dire que les fermions de bord 
sont chargés sous le champ de jauge A = ®dX. Le long de ®(X*) = r donc pour A pure jauge, 


l’action précédente peut être réécrite en : 


es ee f dzdð rte *ŤD (cr) ne f dzdð F+T+ — d- f dzd T-T- 
(6.1.36) 


La mesure totale de l’ intégrale de chemin, avec celle des fermions de bord est simplement : 


(6.1.37) 


f [ara] [ax] ] | [ax] 


a 





Lem=0 


où nous avons indiqué que l’unique condition au bord est sur la coordonnée du centre de 





masse, Tem = 0 Sachant aussi que les X°“ sont Neumann et X est Dirichlet, tandis que [~ 
sont anti-périodiques. Les conditions aux bords précises selon les secteurs sont encodées dans 
le terme r*® DXT. Or, tant que dans une quelconque amplitude il n’y a pas d’ insertion dans 
le bulk dépendant explicitement de X, dans nous pouvons réabsorber le facteur erirk 
à l’intérieur des [~. De sorte que par redéfinition des champs et par invariance de la mesure 


ci-dessus, (6.1.36) devient : 
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ee $ dzd P+ DI- — it f dzdé T*e”ŽT* — 57 $ dzd@ Te "Žr (6.1.38) 


Maintenant, la décomposition de cette action en composantes et après intégration de la va- 


riable de Grassmann @ est : 


T= Gut faz nt On- +t AT ypt eZ +tux? +7 AT ape +ux? 


+ f dz (-FtF- LiF tte X tex? 4 A (6.1.39) 








Les fermions 7 admettent un terme cinétique et comme attendu les champs F= n’en ont 
aucun et sont donc bien auxiliaires. Alors nous pouvons intégrer ces derniers directement. 
Intégration des champs auxiliaires et terme de contact 


Les champs auxiliaires ont la fonction de Green Gp(z,w) = 6(z — w) et donnent après 


intégration : 








S= Sun + $ az nt On + At ptet Xt+uX? | y À a r irX+wX° 





+ ATA f dedw ô(z — wy) tet OX (ayir e À OX (ap): (6.1.40) 


Ainsi par intégration des champs auxiliaires surgit un terme de contact — à cause du 6(z—w). 
Or en l’état, ce terme est non-local et l’action n’est par conséquent pas bien définie. Pour obtenir 
une expression locale, il faudrait calculer explicitement l’OPE puis développer un des champs 
autour du point d’insertion de l’autre. Le problème est que : 


1—4r? 
xe xxe LE 


ir X +w X0 (2) ë 


ir Kw X0 (w): = (z —w) ir X +wX0 (z)e XX" (w): (6.1.41) 


n’est pas défini en z = w pour r? > 1/4. Afin d’exprimer ce terme de contact, La solution 
est simplement d’appliquer, même si cela brise explicitement la supersymétrie, la régularisation 
UV de point-splitting c’est-à-dire que toute OPE entre deux champs quelconque ¢;(z)@2(w) est 
restreinte au domaine tronqué/|dans PUV par 6(|z—w|—e). Or on peut encoder cette contrainte 
directement à l’intérieur des fonctions de Green des fermions de bord : 


T(E (w) = €(z — w) + 20,0,,6(z — w) 
> 0(z2-—w-—e)—-O(w—z-e) 
EE à (6.1.42) 





4. La limite IR, aussi utilisé dans les calculs précédents, est quant a elle spécifique au plan complexe et ne doit 


être incluse à ce niveau. Le point-splitting concerne uniquement les divergences UV. 
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où nous avons introduit £(z) = 20(z) — 1 la fonction signe. En somme, cette régularisation 
revient — en tout cas en ce qui concerne le cut-off UV — à répandre l’interaction autour du point 
de contact z = w. Dans la limite € — 0 on retrouve bien la formule initiale. Compte-tenu 


de (6.1.40) il en ressort un terme de contact à petite échelle. En réinjectant dans le membre de 

















gauche la décomposition des fermions de bords [* = n* + 0 F=, nous obtenons la fonction de 


Green régularisée des champs auxiliaires : 


Gr(z,w) = 6(|z — w| — £) (6.1.43) 


Reprenons maintenant (6.1.40) et injectons la fonction de Green ci-dessus. Nous aurons 


alors pour le terme de contact : 


ATAT faw gi arts aa (ay sii e)e XX (ay) 
+AA f dw git gehts (we X tox? (w+ e)s (6.1.44) 


L'ordre le plus bas dans le développement des opérateurs est le seul à correspondre à une 
divergence UV, étant donné que r < 1/2. Par conséquent, pour r? > 1/4 et dans la limite où 
€ — 0: 


XX f dwe e uh +... (6.1.45) 


Ce terme est dominant dans la limite € — 0. L’ensemble des autres termes tendent à s’an- 
nuler. Toutefois, l’ensemble de ces termes, tant que € est fini et non nul, devraient contribuer et 
en particulier pourraient fournir des termes proportionnels à des divergences sous-dominantes. 
C’est effectivement bien le cas, mais en comparant les calculs dans chaque cas, il revient visi- 
blement au même d’utiliser l’expression non locale ou l'expression (6.1.45) — cf. notre 
article [62]. Cela peut sembler étrange, mais il n’est pas évident que la série et l’intégrale com- 
mute : pour preuve ici la formule suivante qui applique une simple translation de la variable 


d'intégration : 


+00 es = +00 a = 
| dw rer e ai mains (w): — f dw E E je (w = e): 


OO CO 


(6.1.46) 


Or il est clair que les développements en séries de e’”X+#X° (w + e) et de e" X +#X° (w — e) 
ne sont pas égaux. Par conséquent, tant que € est fini nous ne pouvons pas développer les 
opérateurs et commuter la série et l’intégrale et l’action ne peut pas s’exprimer sous une forme 
totalement locale. En revanche dans la limite € — 0 aucune ambiguïté ne subsiste car seul le 
terme dominant est non nul et il est identique dans chaque membre de l’expression ci-dessus. 
En admettant que techniquement £ = 0 strictement et aussi bien dans la définition de l’action 
que dans le calcul de toute amplitude alors il apparaît naturel de ne conserver dans l’action que 


le terme local dominant. 


164 Troisième partie. Section 6.1 





Fonctions de Green des fermions de bord et ordre de chemin 


Pour développer directement l’action (6.1.38) exprimée dans le super-espace, il faut d’abord 
calculer la fonction à N-points des fermions de bord. Or, celle-ci est non nulle uniquement pour 
N pair. Par conséquent, calculons donc la fonction à 2N-points des fermions de bord : 


(T2) (22) se It (zəy) (Zan) 
2(n!)? 
= D (H1) 7092-92) @ (24, — Zaz + 9a 9az)O (Zag — Zas + 905903) (6.1.47) 


permP 


avec O(z1 — 29 + 0109) = O(z1 — 22) + 01020(21 — 22) et P toute permutation des indices 
qui conservent l’ordre (+ — + — ...) ou (— + — +...) donc par exemple (a1, a2, a3,...) = 
(1,2,3...). Le membre de gauche n’est pas a priori ordonné, mais en utilisant le théorème de 
Wick avec nous obtenons deux ordres distincts dans le membre de droite correspondant 
à (+ — +—) et (— + —+). Donc par intégration des fermions de bord nous obtenons un ordre 
de chemin dans l’intégrale de chemin, ce qui revient à l’effet obtenu par l’inclusion de facteurs 
de Chan-Paton. 

Maintenant, en appliquant la régularisation précédente nous aurons par exemple pour la 


fonction à 2-points : 


(T*(4)T7(2)), = 


(z1 — 29 — E + 0102) = O(z2 =ž; —E + 0201) = 0201) 
(z1 —= 29 — €) + 0109 Ô(z = Li — €) 
— O(z2 — 21 — €) + 0102 0(21 — 22+€) (6.1.48) 


Et dans une fonction plus grande, il n’est pas difficile d’extrapoler la formule ci-dessus. 
Les fonctions delta correspondent aux fonctions de Green des champs auxiliaires. Ils sont par 
conséquent associés aux contributions du terme de contact que nous avons calculé. Or dans 
toute fonction à 2N-points, entre les fonctions de Green du terme de contact s’intercalent des 
fonctions thêta qui ordonnent les termes de contact avec les autres opérateurs. De sorte qu’en 
voulant calculer les contributions du terme de contact (local ou non local) dans une amplitude, 
il faut imposer, de façon ad hoc, qu’aucun opérateur ne doit approcher un autre opérateur à 
moinsPl de €. 


Intégration des fermions et facteurs de Chan-Paton 





Pour obtenir les facteurs de Chan-Paton, il faut quantifier les champs fermioniques n= 
compte-tenu du terme cinétique 7+ 07~ tout en considérant les autres termes comme des pertur- 


bations. Les équations du mouvement sont triviales : 





On =0 et {n',m }=1 (6.1.49) 





5. Sur le bord de H, il faut aussi demander à ce que les opérateurs ne s’éloignent pas les uns des autres de plus 
de L. 
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Elles sont aisément résolues par 7* = o* avec les matrices de Pauli o* = (o! + io”)/2. Il 


faut ensuite utiliser les identifications suivantes : 











7 —> oo 





mm (z) > ; [o+,o7| = - (6.1.50) 





La deuxième identification est naturelle par anti-commutation de 7~. L'intégrale de chemin, 
compte-tenu de ce qui a été vu dans la section précédente à propos de l’ordre de chemin induit 
par les fermions de bord (6.1.47) s’exprimera donc par : 


f [dr ArT] [dX]. = Tr f [dX] [dy] Pe comp- Scontact (6.1.51) 


où dans le membre de droite nous avons utilisé l’action exprimée dans le super-espace (6.1.38) 
et dans le membre de gauche l’action décomposée et exprimée en terme des facteurs de Chan- 
Paton. Il faut en outre ajouter la contribution du terme de contact obtenue par intégration des 


champs auxiliaires et qui s’exprime par : 


iS deco + Scontact = Sbulk + fa (+ Q xt gt er X+wX° ee a es 
BN f dw ete) (6.1.52) 


Nous avons aussi inclus un opérateur d’ordre P déjà introduit auparavant, qui applique 


selon : 


P f TE E E T a e N | azilv d1(21)62(82) + dan) 
(6.1.53) 


et impose aux opérateurs ¢; d’être effectivement ordonnés, c’est-à-dire en terme des facteurs 


de Chan-Paton qu’ils contiennent. Nous avons introduit la notation pratique que l’on réutilisera : 


N ds N-1 


Action générale avec perturbation de distance et remarque sur les termes de contact 
d’ordre supérieurs 


En partant de l’action (6.1.36) et avec ® = r+ ôr (X°), nous aurions aussi obtenu des termes 





de contact entre champ de distance (dr n*y)? — dr?/e et dont l’expression en fonction des cut- 
offs correspond exactement aux divergences de type Moebius 125] rencontrées dans 
le calcul de l’action BI par exemple. Le terme proportionnel aux fermions ntn” serait : 
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int (ör(x°)ðX 7 daðr(X Jy) > Z (r(x")ax $ daðr( XJ") (6.1.55) 


Alors l’action serait très semblable à celle obtenue en théorie bosonique, mis à part le terme 
supersymétrique supplémentaire. 

Maintenant, en s'inspirant de l’émergence du contreterme d’ordre 2 en tant que terme 
de contact, il faudrait tenter de regrouper l’ensemble des contretermes dans une formulation 
unique manifestement supersymétrique. Autrement dit, nous voudrions une action exprimée a 
priori dans le super-espace puis éventuellement décomposée de telle sorte que les opérateurs 
du type o° Q era" apparaissent, accompagnés comme (6.1.45) d’une expression divergente 
dans les cut-offs et telle qu’ils sont précisément les contretermes nécessaire à la soustraction 
de toutes les divergences. Par extrapolation de notre résultat à l’ordre 4, les seules divergences 
résultantes à soustraire seraient du type cinw"—1, Celles-ci ne peuvent correspondre qu’à des 


termes de contact d’ordre 2n. En effet, ceux-ci doivent être du type : 


e+ f datg 62") (ui — e) f(a) f dz e2X° (6.1.56) 


avec ü le vecteur pris dans l’espace des distances entre opérateurs, de type (21 — 22), dont 
la base est choisie de telle sorte que les distances sont indépendantes. Nous pouvons choisir par 
exemple u’ = z; — 2:41 avec i € [1,2n — 1]. La fonction f est calculée par OPE des tachyons ; 
par exemple à l’ordre 4 : 


(TT (a)T (z2)T* (23)T (z4)) = f(@) 
= (z = er Ta — 23)(z1 — 24) 22 — 24)(23 — z4)“ 


_ (ut y (ul +u?) (u! puta un Lo us (6.1.57) 


a. ea w2—1 


22 — z3)* 


Compte-tenu de la fonction delta, tous les facteurs sont proportionnels à €. Donc à l’ordre 4 


le terme de contact serait proportionnel à : 


gl6u—1 f dz e2X° (6.1.58) 


A l’heure actuelle nous ne connaissons pas de telle formulation obtenue à l’aide des champs 
auxiliaires. Or ce type de terme dans son expression manifestement supersymétrique est im- 
portant car il peut ajouter de nouvelles contributions finies aux calculs, en plus de soustraire 
les divergences. Ce devrait être un terme non-linéaire et il pourrait être par exemple de la 
forme e~t f dz F}F7F*F-(z) ce qui ne peut provenir que d’un terme manifestement super- 
symétrique de la forme $ T+ DI” DI'+ DI~. 

Ces termes ne sont cependant pas indispensables, car une formulation supersymétrique n’ ex- 
clut pas la renormalisation. En outre, le fait de rajouter des termes implique de modifier fonda- 


mentalement la théorie puisque cela revient à ajouter de nouvelles interactions sur le bord. 
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Pour conclure, en ce qui concerne le tachyon roulant à distance fixe, l'expression manifeste- 
ment supersymétrique est souhaitée mais n’est pas nécessaire. Elle implique en outre d’exprimer 
des interactions de contacts à N-points, qu’a priori nous ne connaissons pas. Autrement dit, le 
fait de devoir ajouter des contretermes de façon ad hoc brise explicitement la symétrie super- 
conforme dans l’action de surface de corde, mais n’empêche pas la théorie d’être exactement 
marginale donc de correspondre à une solution des équations du mouvement. Par conséquent 


trouver une expression manifestement supersymétrique n’est pas indispensable. 


6.2 Fonctions bêta, groupe de renormalisation et équations 


du mouvement 


Cette étude est similaire à celle faite en théorie bosonique dans la section|5.2| Elle donnera à 
peu de choses près les mêmes résultats. Il est donc évident qu’il faudra uniquement s’intéresser 
aux déformations marginales au premier ordre. Nous referons cependant le développement des 
trois phases massive, non-massive et tachyonique, et calculerons les fonctions bêta dans chaque 
cas. 

Nous commencerons par étudier la phase surcritique massive (r > 1/2) puis la phase 
sous-critique tachyonique (r < 1/2) plus délicate et enfin nous étudierons la continuité avec 
la phase critique non massive (r = 1/2). 


6.2.1 Phases surcritique r > ro 


Dans cette phase, les opérateurs de vertex $ tet” **"*° avec yt = +(iry + iwy?) sont 




















marginaux en w = r? — 1/2 nous pouvons donc les inclure sur le bord, étudier les fonctions 
béta résultantes et y faire correspondre des équations de mouvement de champs correspondant. 
Nous devons partir de l’action générale en décomposant ® = r + ôr et en absorbant r 
constant dans les fermions de bord, de sorte que nous avons : 


oS gH f dzd0 T+ (D n iðr(X°)DX) r- 





—i f dzdð \+(X*)Pt ei t _ ; f dzd X-(X2)T-e PE X (6.2.1) 


avec à l’ordre 2 en dérivées en développant X# = x” + X. + Op : 




















5r(X*) = ôr + ,6r (x bu) J or (XX j 2i0 Ry) 
A*(X) = AË + ðA (x + ioy) 2. AN" (XX: de 210 Ry) (6.2.2) 


A Vinstar du modèle bosonique nous avons choisi de complètement factoriser le compor- 
tement temporel pour ne s’intéresser qu’au comportement spatial off-shell, ce qui a le mérite 
de simplifier singulièrement les calculs. Nous rétablirons la covariance à la fin. Il est utile de 
décomposer cette action explicitement afin de bien dégager les contributions associées aux fer- 


mions de bord de celles associées aux champs auxiliaires : 
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S= Sun + fn - f FF- 


+i f ntn svax + 0,6r (Xiax = wid) + ES ô; d 


OT (x XioX — 2 D) 





RE 


v Rous P -O-; + Ae Acs As 
a peo" + 0At (A+ i vi) aa, to + 2X 4 








+ f poe o "pT + ðA (2y | vi) | = (x Xi + 2X y 


LD SF 
T b 


+o Ft|- 





ur (or + d,6r X’ + ao) n. iar jT (x LAXTXI+ -i * 


+0 F7 


f 
f 





ny (or + 0,6rX* + aes a ii gee (x FAAK 4 2 x) | 


Nous avons sorti explicitement le facteur d’échelle UV dans le schéma de Wilson, mais 
avec des déformations principalement marginales, il disparaît. Néanmoins, nous avons noté par 
commodité pu’ = u + lne Op pour u = {ôr, A=} mais dans la suite nous ôterons le ’prime” et 
considérerons implicite l’addition de In £ Ou. Remarquons au passage que p, = 8, + Op. Par 









































intégration des champs auxiliaires, nous obtenons un ensemble de termes de contact régularisés 
dans l'UV/comme il a été fait précédemment en utilisant Gr = ô(|z — w| — €): 


2 ; | T .O;(6r?) a, a; 
Sonia = G — 20,0r0'ôr lne + [aw — 40;6r070;6r In -) X’ + 224) 35 


e7! 





ATAT = 20At AT lne + [ace = 20; (3; AY) ne) X’ 


ALATAN) aa. 
To À nod 


+ inte irX+iwX° [ate — 20:\* O'6r Ine + (aoan — 20; (9,6r0/ 1) In e) x 


+ 
+ aie 7 


— ine À eX? oo — 20;\~0'6r Ine + (20n — 28; (8,6r0/ 1") In -) xe 


+ PAOA x xs (6.2.4) 
A la deuxième ligne, nous avons utilisé 2w? — 2r? = —1 dans l’OPE des tachyons, d’où 


le facteur £71. A première vue il apparaît un certain nombre de divergences logarithmiques qui 





6. Nous ne nous interesserons pas aux divergences IR ici. 
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devraient logiquement contribuer aux fonctions bêta des couplages des tachyons — en particulier 
celles des deux dernières lignes — et à la fonction bêta du ”’couplage” de l’opérateur unité $ 1. 


En vérité, ça n’est pas le cas : ces termes vont jouer le rôle de contretermes supprimant une 





partie des divergences apparaissant par OPE des opérateurs factorisés par 7 dans (6.2.3). 


Dans le schéma de Wilson par exemple, les éventuels contretermes ne participent pas aux 
fonctions bêta des couplages car ces derniers dépendent directement du cut-off ¢ et doivent 
déjà contenir toutes contributions permettant de supprimer toutes les divergences. Si ces contre- 
termes retranchent les divergences, alors cela implique qu’il ne doit pas y avoir de contribution 
correspondante dans l’expression des couplages. Et donc les fonctions bêta ne sont pas mo- 
difiées. 

Dans le schéma minimal se pourrait être un peu plus ambiguë, cependant il faut tenir compte 
du fait que les couplages sont associés aux opérateurs de vertex avant intégration des champs 
auxiliaires, par conséquent tout ce qui apparaît via l’intégration de ces derniers n’a pas à être 


pris en compte dans la définition des couplages. 


Remarquons en outre que le premier terme de chacune des deux dernières lignes contribue 














à ve "À de telle sorte que r — r + dr ce qui est en accord avec l’effet attendu de la pertur- 
bation dr DX censée être un opérateur de changement de distance. Ces termes de contact sont 
déja d’ordre 2 dans les perturbations. Par conséquent, puisque nous ne nous intéressons qu’au 


deuxième ordre en perturbation dans les fonctions bêta nous pouvons les négliger dans la suite. 


L'action que nous allons utiliser maintenant est donnée par (6.2.3) sans les termes dépendants 
des champs auxiliaires et sans les termes de contact. Soit donc en remplaçant les fermions de 


bord par les facteurs de CP : 


0,0;0r 
2 


S = Shu + 0° Q 5 f (srax + 0;6r (XX — wi) + Cea) — 224) 





+ a op a+ int 7 0,0; AT vi wj + Zj ni ir X +iw X0 
+ ot ® APT HOAX DT +") + z (XXY + 2X1") Je 





+o" ® f [ DT + OA (Xp +0) + 190 (AR 4 Riy) Jetix 


(6.2.5) 


Les OPE importantes sont ici celles des deux tachyons ensemble et celles de chaque tachyon 
avec les divers opérateurs associés au champ de distance. Notons d’abord l’OPE des fermions : 


: (6.2.6) 
z 


b* (z)y (0) ~ 


Elle aura son importance lorsque nous traiterons du cas sous-critique. Les OPE des tachyons 


sont comme suit — nous avons laissé implicite les facteurs de CP : 
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pte Hux’ (a . ape -iux (w) œ (z =w)? +ir(z — w) tX (w) +... 
(Ryt L pije Hux? (2) : ape PX eX? (yy) Rg xi 
(z-w)? z-—w 
(Kigt + pie XX" (2). (Rd + pi )e ATX (w) 

aap (AE +20") 
Cora 4 214) eit X+iwX°(,) | ype X —iwX° (w) 
ae aE (xix) + — (iri RIX + 2XIy'y- ) 
(XX ut 4 2R) eit X+iwX (2) | (X tp Fa ge Xi X° (op) 
PT (2n' x Pas .) 
to at 214) eit X +iwX° (7) | (XX Je 2k ty!) ei X—iwX° 





(ir ox ee viv) 
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+ —— (air nF 0X + (irk Rio — 2R tt )) 
2 — WwW 
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~ eee (2ir N XIX pa ) 
z— w 





1 S 2 12. be 
nr (ant RIR ! = | (ain XX FOX + a 
& — w A= wW 
(6.2.7) 


Quelques remarques : 


i) Nous avons caché à l’intérieur des points de suspension tous les termes proportionnels à 
In(z—w). Ceux du deuxième terme participeront aux fonctions bêta sous la forme £ 7! In € 
et sont proportionnels à des fonctions bêta. Tandis que ceux du premier terme donneront 
des divergences en : 





Sal 1 à 
| Des. (6.2.8) 
à z E € 


aux termes dépendants de L près. Par exemple à la troisième ligne nous devrions avoir le 
terme complet : 


1 ee i XXI — 2m1 
G- w)? pe + 277 (1 = In(z = w)) —_ z 11 2 (6.2.9) 





En multipliant par d,\*0;À et en comparant au terme de contact de la seconde ligne 
de (6.2.4) nous retrouvons bien : 


E712 ln e GATOT (6.2.10) 


Par conséquent, ces deux termes s’annulent ensemble. Il en sera de même pour tous les 
autres termes semblables. 


ii) Dans (6.2.7) nous avons aussi caché tous les termes qui ont plus de deux indices, par 
exemple X’ XI XF car ils correspondent à des ordres plus élevés en dérivées des champs 
que nous avons ici négligés. 
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iii) Les termes intéressants ici sont ceux dont l’opérateur contient OX ou 4. Donc les pre- 
miers termes en (z — w) ? ne seront étudiés qu’en dernier lieu pour vérifier s’ils corres- 
pondent à des contretermes ou s’annulent entre eux. 


iv) Enfin, de même que dans le développement bosonique, les termes contenant des champs 
de la coordonnée temporelle tels que 4° ou 0 X° ne seront pas étudiés. 


Les OPE entre tachyons et perturbation de distance sont donnés dans les formules suivantes. 











En utilisant oo = +o* et en laissant les facteurs de Chan-Paton implicites tels que dans le 
3 








membre de gauche il faudrait ajouter le préfacteur o°o@ et dans le membre de droite 0*® : 
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(X KOX = Riy) (z) - (R'R'y= J 2R'y') etir iwX° Co) 
+2 near E ts 
~ (anti re +...) etro (62.11) 
z— w 


De nouveau nous avons caché les termes qui ne nous intéressent pas. Ainsi, au deuxième 
ordre en récupérant seulement les termes intéressants dans (6.2.7) et (6.2.11) nous avons a 
sommer dans l’intégrale de chemin, après intégration de z > w : 





























1- ote [avy etirX wX° (ay) 


-o8 a f dwox 








ee (2rdrA* + 20;5r0"A* ) In | 


ör + 2r (AFAT + 20,A*0'A-) mE] +... (6.2.12) 














Nous ne nous occupons ici que des couplages A~ et dr. Les couplages 0;A* et 0;dr reçoivent 
des contributions qui sont les dérivées de celles des premiers. Il en est de même pour les dérivées 
d’ordres suivants. 


Maintenant, par comparaison aux termes de contact à la troisième et quatrième ligne dans (6.2.4) 
le terme +20,6r0/À* est exactement compensé. Si bien que ce dernier ne doit pas participer à 
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la fonction bêta de A= comme nous l’avons expliqué. En outre, certains termes brisent la su- 
persymétrie de surface, comme par exemple dans l’avant-dernière ligne de (6.2.11) le terme en 
X‘w sans son partenaire w. Or, ils apparaissent aussi dans l’expression aren termes de 
contacts, qui suppriment à nouveau ces contributions. Il en est de même pour toutes les contribu- 
tions du premier terme de chaque ligne de (6.2.7). En calculant exactement chacun de ceux-ci, 
y compris ceux proportionnels à In(z — w) qui étaient occultés dans les points de suspension, 
nous obtenons après intégration, chacun des contretermes de deuxième ordre dans les tachyons 
et leur dérivées. 


Enfin, d’autres termes brisent la supersymétrie de surface mais n’apparaissent dans aucun 
terme de contact, tels que dans (6.2.7) 


2irn XX ou Airy! XIX"AX (6.2.13) 


Ceux-ci peuvent être problématiques puisqu’impossible à réabsorber par des redéfinitions 
des champs. Bien qu'ils soient nuls après application de la trace sur le facteur g? en se replaçant 
dans un contexte plus général d’une amplitude avec des insertions arbitraires alors ils peuvent 
contribuer de façon non triviale et effectivement briser la supersymétrie de surface dans l’am- 
plitude : la symétrie superconforme au niveau des amplitudes n’est donc plus garantie. L’ unique 


solution est d’imposer l'équation : 





a ones | -0 & BATA «ATA (6.2.14) 


avec AT = (A*)*. Il ne s’agit pas une contrainte extraordinaire. En effet, par exemple 
ik; Xt 














Axe la vérifie immédiatement. On peut cependant s'interroger sur la signification 


physique de cette contrainte qui n’apparaît pas spécifiquement comme une équation de mouve- 
ment. Compte-tenu de la formule (6.2.12), nous avons : 


B+ = (—2rdr — A) àF 
Bsr = —Adr — 2r (1+ 2k?) ATX (6.2.15) 








avec k? la valeur propre de — AA". Par comparaison aux fonctions bêta correspondantes (5.2.9) 
dans le cas bosonique, nous obtenons une formule a peine différente. Toutefois, elles ont les 
mémes solutions et (6.2.15) peut se réécrire sous la forme : 





B+ = (—2rôr — A) AF 
Bsr = —Adr — 2rAtA~ +r (ATAA + A7 ADT) (6.2.16) 





Soit à peu de chose près et au deuxième ordre : 





B+ = (—2rôr — A) àF 
Bsr = —Adr — 2rAŸX + r (ATB_ + ABs) (6.2.17) 
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Par conséquent, à des fonctions bêta prés|"] les équations sont exactement semblables dans 
ce cas et dans le cas bosonique. Maintenant, nous pouvons comme dans le modèle bosonique 


imposer un ansatz plus général : 


irX i) iwX x i\ —iwX0 
Tt = F (GO) + Ci (Ke ) 
T = (ry (6.2.18) 


avec w? = r? — 1/2 telle que la déformation correspondante est marginale. En remarquant 


que seuls les termes croisés contribuent aux fonctions béta nous obtenons : 


Bir = Adr — 2r (lol? i kol) +. 
Baz) = Aca, — 2rôr (1,2) (6.2.19) 


Elles sont exprimées également à des fonctions bêta près. A ce stade les tachyons peuvent 
être redéfinis par une constante dépendant de r puisque la distance est constante C > \/f(r)¢. 
La forme des équations nous suggère les équations du mouvement suivantes. En notant ¢ = 


r +ôret Tt =T = (T-)*et en rétablissant la covariance : 





























ôL ofo) arp* L 2 2 

ip = PA (ator +6 e)re) 

ôL — 

ST = T+ TOE 

Z=- r+ (5-9) T” (6.2.20) 


Comme dans le modèle bosonique, il n’existe pas d’action effective correspondant à ces 
équations du mouvement quadratiques. Toutefois, la solution de ces équations à distance constante 
reste compatible avec la solution à distance constante dérivée de l’action de Garousi développée 
à l’ordre quadratique (5.1.6), c’est-à-dire T = 0. En fait, elles peuvent être réécrites en utilisant 
les équations de T et T* sous la forme : 





























a _ 2 oflo) a 2 
© = 09 — orlo P- A aan in 
5L 1 
a -OT 4 G 2 e) T* (6.2.21) 


La dépendance en Ça) et ¢(2) dans suggère que les deux solutions gyen et 
Cae sont indépendantes a cet ordre. Par conséquent, pour résoudre les équations 
il faudrait imposer l’ansatz T = r-e*"#« qui vérifie 0, |T|? = 0. Le long de cet ansatz, ces 
équations sont compatibles avec celles dérivées depuis l’action quadratique ; 





7. Soit des termes nuls par relation à des équations du mouvement. 
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SE _ 2 
bL i 2 
or r+(5-0)r 
pour +(-#)r (6.2.22) 


A condition que f(¢) = 2. Ceci indique que l’action de Garousi est valide, au moins à 
l’ordre quadratique, pour tout champ de tachyon dans la phase sur-critique. Il faudrait évidemment 
vérifier que les modifications des fonctions bêta des tachyons dans à des ordres supérieurs 
sont compatibles avec les non-linéarités des équations de l’action Garousi. En particulier, la pro- 
priété d'indépendance entre les solutions Caen etC je est forte et probablement fausse 
aux ordres supérieurs. Toutefois, la façon dont l’action de Garousi à été dérivée et le fait qu’elle 
ai été vérifiée par comparaison à des éléments de matrice-S suggère qu’elle doit être valide 
dans la phase surcritique. C’est ce que nous devrions obtenir en prolongeant l’étude aux ordres 
supérieurs. 


6.2.2 Phase sous-critique r < re 


L'extension du modèle off-shell précédent au domaine sous-critique s’inspire de |’ étude bo- 
sonique du chapitre précédent, section [6.2] Puisqu’il faut des déformations de bord marginales 


au premier ordre à l’action, l’expression en super-espace doit être : 


eo f ded0 T+ (D $ idr(X*) DX) r- 





—i f dzdð A+ (XİD Tešte i f dzd A` (KÄI T ete (6.2.23) 


avec cette fois-ci w? = 1/2 — r?. Les couplages sont développés également selon : 
































T \ O BOr faa, on 
5r(X!) = ôr + diôr (x n bu) J ay (RR + OX 1) 
+(yi vi -Nhi 0,0; Vi Yi AY 
XXE) = AF + 8, (x + iy ) +o (x RÍ +20% vi) (6.2.24) 
Par comparaison au développement précédent, il suffit ici de changer Ÿ en Y= = tir + 
ww. Mais (6.2.6) devient maintenant : 
Ar? — 1 





(6.2.25) 


Pour bien clarifier les choses il est préférable d’ exprimer les parties *non-contact” et ’termes- 


de-contact” de l’action décomposée séparément. Pour la première, nous avons : 
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0,0;0r 





S = Shui + 0° O 5 f (srax + d,6r (XOX — db) + (XX OX = ati) 





_ OjO;X* 

© 2 
D 
© 2 


+ ot @ f (xe + OAT (Xt + pi) ( Rikiyt +2 Riy) m 








+07 o$ ( p+ Or (Xb +4) tors + 2X7") pe 


(6.2.26) 


Tandis que la partie relevant des termes de contact exclusivement est : 


0,0; (ôr?) 
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2 . . za ee 
Sonia = = G — 20,0r0'0r Ine + [2 — 40;5r0/0;6r In e) X'+ sx 
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Xi Xi e2X° 
2 


A 


+ ptyte" X tox. tar — 28At tőr Ine + (acre — 20; (0,6r0/ A+) In e) X’ 


ANT RE 
4 BO(*Er) gi J 
2 
+ ny eT" X tox. por — 28; tőr Ine + (aoan — 20; (0;5r0’d- ) In e) X 


4 0;0;(A~ or) 


; sx (6.2.27) 


Les OPE impliquant le produit de deux tachyons ne peuvent clairement pas donner de terme 
proportionnel à l’opérateur OX à cause du facteur eX° D'autant que la dépendance UV as- 
sociée sera d’ordre c4(/2-"’) — 0. Par conséquent, similairement au cas bosonique, nous ne 


nous intéresserons qu’au premier terme du développement : 
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4r? — 1 
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(6.2.28) 


Tous les termes à plus de deux indices dans les X’ et les termes proportionnels à In € sont de 


nouveaux cachés dans les pointillés. Après intégration ces derniers sont compensés exactement 
par les contretermes. Puis pour les OPE entre le champ de distance et le tachyon nous aurons : 
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(6.2.29) 


Nous obtenons donc un certain nombre de termes susceptibles de participer aux fonctions 





bêta de \* mais clairement aucun pour celle de dr. Nous avons également des contraintes afin 
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de garantir la supersymétrie de surface des amplitudes. Ces contraintes sont toutes les dérivées 
de l’équation suivante, à cause des termes d’ordre supérieur dans (6.2.28) qui sont à peu de 
choses près les mêmes que dans le cas surcritique, ce qui explique que nous ne les avons pas 


explicitement écrits : 





Og | OATH A” + (2r? —1) ATX | =0 & BATA KATA (6.2.30) 


0 





Cette équation est bien vérifiée par la solution de tachyon roulant par exemple A* x e”*” 
avec w? = 1/2 — r?° puisque la dérivée est uniquement spatiale. En fait, comme précédemment 
cette équation est en général vérifiée puisque les solutions les plus évidentes sont du type e’**" 
avec ko réel ou imaginaire. La contrainte de réalité du produit At À suffit alors à extraire toute 
contribution spatiale, de telle sorte que 0;(A*A~ ) = 0. Les fonctions bêta des tachyons et de la 
perturbation de distance obtenues sont : 





B+ = — (2rôr + A) AF 
Bör = —Adr (6.2.31) 





Ce résultat est attendu, car la perturbation en oë ® $ OX n’est pas produite par OPE des 
tachyons, ce qui apparaît bien dans (6.2.28). Ainsi nous obtenons le même résultat que dans le 
cas bosonique. 

Plaçons nous de nouveau le long de l’ansatz général : 


Pb = eX (Cae a Ca (xe) 
Tay (6.2.32) 


Par OPE de ces tachyons, des contributions à la fonction bêta de ôr seront produites. Pour 


w? = 1/2 — r? nous obtenons : 


Bor = —Adr — 2r (Caki + sa) 
Ba,x = AG(12) — 2rôr Ca,2) (6.2.33) 


Elles sont exprimées à des fonctions bêta près comme dans le cas précédentf| et à une 
redéfinition du tachyon près à distance constante C — ,/f(r)¢. Cela nous suggère encore les 
équations du mouvement suivantes, en notant ® = r + ôr et T+ = T = (T7 )* et en rétablissant 


la covariance : 
































ôL oflo) arp* li 2 2 

5p = T% PAS, (arar +6 &) Ir?) 

SL I « 

st da 

£- r+ (5-0) T* (6.2.34) 








8. Si on tient bien compte de l’expression complète des fermions Va 2) on obtient que le produit intervenant 
est Yih (z) Peay (0) ~ 1/2. 
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Naturellement, ces équations ne sont pas compatibles avec celles déduites de l’action de Ga- 
rousi à l’ordre quadratique. En effet, dans la section précédente, les formules et (6.2.22) 
étaient compatibles modulo le terme 0,0° |T |? qui s’annule le long de l’ansatz e**°?*. En re- 
vanche ici, ce terme ne s’annule pas puisque le terme de mélange entre Ça) et Ço) dans 
suggère que les deux contributions de l’ansatz sont dépendantes : l’ ansatz n’est pas réductible 
sous la forme e/*** et par conséquent 0,0° |T|? 0. 

Nous pourrons comparer ces équations à celles dérivées à partir d’une action effective ob- 
tenue par comparaison au calcul de la fonction de partition, suivant la méthode de Kutasov 
et Niarchos [77]. Nous présenterons dans la section [6.3] le calcul de la fonction de partition a 
distance fixe. 


6.2.3 Phase critique r = r, 


Le passage de la phase surcritique à la phase sous-critique est discontinue en r = re, exac- 
tement comme dans le cas bosonique et nous renvoyons à la discussion de la section [5.2.3] 
Nous referons cependant le développement en l’adaptant au modèle présent. A la distance cri- 





tique, l’opérateur de tachyon +ipe+i* /V? est marginal et on peut réduire la CFT à c = 1 en 
se débarrassant de la coordonnée temporelle. En revanche, cet opérateur n’est pas exactement 
marginal a cause de la fonction béta non nulle de la perturbation de distance. Ceci implique que 
la brane posée à la distance critique est attirée vers le domaine tachyonique. Le long de I’ ansatz 
LS +A (X*) (iqh/V/2)et*X/v2 les fonctions béta sont : 


























Bsr = Dôr — J2AtA- +... 
B} = OX =a 207 = (6.2.35) 


























La comparaison de la fonction béta de la perturbation de distance entre les différentes phases 
le long de l’ansatz T = Gaye” + dae” avec w = 4/1/2 — r? dévoile une discontinuité en 
r = 1/,/2 la distance critique : 

















r> 5 : Bs = Afr — 2r (lol $ Kol) cee 
r= 5 > Bir = —Odr — 2 |A|? 
r< 5 : Bsr = Adr — 2r (CC + yso) +... 
(6.2.36) 
En r = 1/ V2 les couplages sont A= = Ça) + Ç par continuité dans la définition des 


déformations de bord. Ainsi, à l’instar du modèle bosonique, la transition surcritique/sous- 
critique est une transition de phase : en omettant le terme cinétique, la fonction bêta change 
f 2 2 : N : 
de signe, car a) + lco) > 0 et CG + Cse) < 0. La fonction bêta en la distance 
critique interpole entre ces deux expressions. 
Cette discontinuité en r = re exprime également le fait qu’une théorie des champs en r = re 


n’est pas bien définie, parce que d’un côté nous avons une phase stable et de l’autre une phase 
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instable. En outre, à propos de la transition sous-critique/critique, d’après notre étude sur les 
divergences du modèle roulant en fonction de la distance, le nombre de contretermes de type 
terme-de-contact à ajouter à l’action de surface tend à exploser en r7 . Ainsi, dans cette limite, la 
théorie est non-renormalisable, mais pas en r = rą comme nous le voyons bien. Il s’agirait d’un 
moyen pour le système de mener à la discontinuité, ce qui est réminiscent de la limite c — 1 
dans les théories de Liouville [104]. Nous savons par exemple que la continuation 
analytique b — tb (i.e. Q — 0 ou c — 1) pour passer de Liouville de genre espace à Liouville 
de genre temps n’est pas très bien définie. Or notre modèle est très similaire dans la forme à une 
théorie super-Liouville, mis à part les facteurs de CP. En ce sens, la transition b — ib semble 


similaire à la transition w — 0 (soit c = 2 — c = 1) dans l’opérateur du tachyon sur le bord 


eit /1/2—w2X +X 


6.3 Fonction de partition on-shell du système séparé 


En BSFT des cordes ouvertes introduite par Witten nous avons une relation 
entre l’action de BSFT — sur l’espace des théories des champs — on-shell et la fonction de 
partition calculé sur le disque D? qui en théorie supersymétrique apparaît être particulièrement 
simple a priori si on suppose que la matière et les fantômes sont découplés : 


Slon] = Zola] (6.3.1) 


où l’expression de la fonction de partition est explicitement : 


Zp2 [oi n| = TP [lax [dy]e SouelGav Bar TE bin $51 Vi (6.3.2) 


Dans ce contexte, 4, est une valeur constante correspondant à un point fixe du groupe de 
renormalisation pour le couplage associé à |’ opérateur de vertex $ V;. L'égalité suggère par ex- 
traction du mode zéro des champs bosoniques X° que l’on peut exprimer une densité d’ action, 


c’est-à-dire un lagrangien en fonction en la densité de fonction de partition noté Z’ selon : 


/ dy Liyi,,(x)] = f PHs Zlin) (6.3.3) 


L'expression de w},(x) est simplement donnée par l’identité y$, (x°) = bn (Vi(X%)), avec 
(. . .}o le corrélateur calculé en théorie libre. Par conséquent, si on veut obtenir l’action on-shell 
le long d’un tachyon roulant que l’on sait être une solution des équations du mouvement 
dans le cas d’une seule brane non-BPS ou d’une paire de brane-antibrane séparées ou non, il 
faut calculer la fonction de partition sur le disque pour laquelle on ajoute une déformation 


supersymétrique : 


ôS = f T(X°) (6.3.4) 
S1 
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avec T(x?) = e“*° Ja forme supposée de la solution de tachyon roulant dans |’ espace-cible. 
Sur la paire coincidente, Kutasov et Niarchos ont pu contraindre suffisamment la forme 
de l’action effective, en imposant que la solution la plus générale possible est T ter /V2 4 
T-e-*"/V2, En outre, la fonction de partition est parfaitement connue — et aisée à calculer — 
dans ce système précis le long du tachyon roulant de demi S-brane e“*°, Parce qu'ils n’avaient 
ordre par ordre qu’un seul paramètre à fixer, la seule équation (6.3.3) suffisait à totalement 
déterminer l’action. 

Or pour le cas qui nous intéresse — brane-antibrane séparées — ce n’est pas du tout suffisant, 
car la solution plus générale n’existe que pour une classe de paramètres qui ne permettent pas 
de réduire les degrés de liberté de l’action suffisamment. Nous obtenons un système clairement 
sous-contraint. En outre, nous allons voir que la fonction de partition est très compliquée à 
calculer et que nous n’avons pu connaître pour tout r que les 2 premiers ordre. Nous avons aussi 
obtenu les 5 premiers ordres en une distance particulière r = 1/2, pour laquelle l’intégrande se 
simplifie significativement. Notons que cette distance est précisément celle à partir de laquelle 
le terme de contact devient important, c’est-à-dire divergent. Néanmoins en cette valeur il est 
fini mais non nul et participe donc pleinement au calcul de la fonction de partition. 

Même si l’action n’est pas contrainte suffisamment par ce biais, il est toujours intéressant de 
voir si la fonction de partition est calculable perturbativement et si le développement converge 


ou non, bien que cela ne soit valable que pour x° — —oo. 


6.3.1 Rappels sur le système et présentation des calculs 


Je souhaite rappeler avant de rentrer plus dans les détails de la méthode de calcul. Nous 
regardons donc un système brane-antibrane à distance fixée que nous avons montré être pour 
tout r une BCFT. Nous devons calculer la fonction de partition pour ce système et nous partirons 


de l’action définie sur le super-espace du disque suivante : 


po f lpr =i f A pt inktwx” ; f A poe rk tux? (6.3.5) 
27 20 

Ici le tachyon est donc choisi on-shell en une distance constante. Dans le bulk le fond est 

trivial, c’est-à-dire que l’espace est plat et que Bap = 0 et ® = ¢ constant. Sur le disque unité, 

nous utiliserons que les variables sont z = pe’ avec p < 1 et en particulier sur le bord, donc 

le long du cercle unité, nous aurons z = e*. La formule que nous utilisons pour calculer la 


fonction de partition est donc : 








Zpa|X",7] = f [P+ ar ][dX][dX]e~ SS T DE fer GRATTER? i fon GEA Teen 
(6.3.6) 
avec w? = 1/2 — r?. Nous avons intégré les autres champs X°7° et champs transverses X’, 

8 P 


puisque comme nous le disions dans le cas bosonique, ceux-ci n’interagissent pas avec X et X°. 


Nous avons aussi supposé que les fantômes sont découplés et aussi intégrés. 
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Remarque sur les divergences de Môbius 


Ce dernier point n’est pas complètement trivial, car a priori nous devrions avoir des infinités 














de (super-)Môbius SL(2|2, R) sur le disque qu’il faudrait régulariser et supprimer en fixant 
un certain nombre d’opérateurs dans le super-espace. En fait, si on suit Tseytlin 
cela est finalement totalement relié au groupe de renormalisation et ce que nous avons vu 
précédemment. En effet, off-shell il n’y a pas de symétrie de Möbius et on-shell pas forcément 
suffisamment d’opérateurs à fixer surtout si on calcule une fonction de partition ; l’option qui 
consiste à diviser par le volume du groupe de Mobius peut donc amener à obtenir un résultat 
nul. Ce serait un non sens en ce qui concerne la fonction de partition. 

Tseytlin montre qu’en imposant un cut-off UV sur les fonctions de Green, la divergence de 
Môbius est régularisée et apparaît sous la forme d’une divergence linéaire qui peut éventuellement 
être réabsorbée, par renormalisation, dans les champs comme nous avons pu voir, ou sim- 
plement soustrait par une sorte de renormalisation-zeta. En supercorde, ce sont les termes de 
contact qui jouent ce rôle et donc il n’y aurait pas d’infinités super-mobius [4], c’est-à- 
dire que le volume du groupe serait fini et qu’en ce qui concerne au moins les amplitudes de 
théorie des cordes ouvertes supersymétrique il n’est pas nécessaire de fixer la jauge. 

De ce point de vue, il peut être gênant de constater que le tachyon roulant pour une distance 
supérieure à r = 1/2 produit des divergences qui ne sont, en l’état, pas supprimées par des 


0 
2nwX" avec n > 2 sont 


termes de contact. C’est ce que nous voyons quand les termes du type e 
divergent. Cependant, cela n’est pas relié au groupe de Mobius dont les divergences restent 


supprimées par les termes de contact proportionnels à l’opérateur unité. 


Présentation des calculs 


Nous allons maintenant calculer les premiers ordres de la fonction de partition. Avant cela 
nous allons devoir présenter un certain nombre de règles de calculs diagrammatiques pour traiter 
les contributions des fermions de bord dont les termes de contact. Mais en premier lieu, nous 
allons simplement exprimer la fonction de partition développée. Elle est : 








cie > re / [dV + aD ~] [aX] [AX] e~ Some -F PF Dr 


( f = Ep HeH | ; ¢ ee a (6.3.7) 
gl T Si T 

















Nous savons que (TT...) n’est non nul que s’il y a un nombre égal de ['* et de T7. 
Enfin, nous savons que la fonction de corrélation est telle que le résultat s’exprime comme 
une somme de termes du type Ô(1, 2)Ô(2, 3)... qui ordonnent les fermions selon les schémas 
(+ — +...) ou (— + — +...). La fonction Ô(1, 2) est l'extension supersymétrique de la 
fonction theta de heaviside sur le bord du disque, c’est-à-dire ôi, 2) = 0 (tı — te — 0102) pour 
t; € [0; 27]. Par anti-symétrie de redéfinition des variables d’intégration — dans le super-espace 
— nous pouvons écrire à partir de ; 


(TH) (2)... P*(2n — 1) (2n)) = 2(n!)?O(1, 2)0(2,3)...0(2n —1,2n) (6.3.8) 
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On regroupe les mesures d’intégration ensemble par commutation de dz; et anti-commutation 





de d6; avec tout T=. Nous devons donc inclure un facteur (—1)" devant la mesure suivante : 


27 II 
Ji. = [1 iao, Te i,i +1) (6.3.9) 


avec la règle d’intégration multiple de Fubini-Berezin : 


f dO1d02d0s . . . fı (01) f2(02) f3(03) ... = | dO, fi(01) | 02, f2(02) f dôs f3(03) (6.3.10) 


Nous avons alors : 








Zp2[\*,r] = > ce fran, Tryna) (6.3.11) 

















avec T (i) =A7e rE Hue (z;). Le coefficient combinatoire correspond au nombre de fagon 
d’avoir dans un corrélateur autant de [* que de I~ à partir du développement (6.3.7). Le 
corrélateur des tachyons n’est pas difficile à calculer en utilisant la règle sur le bord pour X 


Neumann : 


(TT) = I] ja- z- ivi, |" (: ex) (6.3.12) 


i<j<n i 


Pour les impulsions réelles, la règle de conservation de l’ impulsion impose techniquement 
X k; = 0. En revanche, cela n’est pas nécessaire si on ne choisit pas d’intégrer sur les modes 
zéro, comme par exemple le long de la coordonnée temporelle X° où ici kọ = —iw est imagi- 
naire pure. Remarquons que le long de la coordonnée duale X, la conservation de l'impulsion 
est immédiatement vérifiée du fait des contraintes imposées par les corrélateurs des fermions de 
bord. Cela implique d’ailleurs que la fonction de partition ne dépend que du module carré du 
tachyon — rappelons qu’il faut At = (17 )* par hermiticité de l’action. De sorte que nous avons : 


Oye) rand” (2n)} 


— (\+ 
= (A A5) I |z2i— 1 — Z2j—1 — 44/24 1423 19; 10; 1| | 22 — 295 — i/222250202; | 


1<i<j 





x II |z2i— 1 — 223 = ie 12250 ial a grae (6.3.13) 


i,j=1 


en appliquant (X?) = x° et en utilisant w? + r? = 1/2. Par commodité d’écriture, nous in- 
troduirons une fonction S(i, j) et une autre S(i, j) symétriques par permutation des arguments, 
telles que sur le disque : 
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S(i, j) = [Z — Zj = 1/2120: | 
t, — t: 
= |2sin | i = 6,0; 
t; —t; nd 
= |2sin ——+| — e(i, j)0:0; (6.3.14) 








et S(i, j) = Jasin 5% 


déjà introduit, anti-symétrique par permutation des arguments. Pour la fonction S' la symétrie 





. La fonction e(i, j) = e(t; —t;) est la fonction signe que nous avons 


par permutation des arguments est simplement une symétrie Z sur t; — t;. De sorte que nous 


pouvons écrire la fonction de partition sous la forme : 





Zm|\*,7] =25— (atare) [iden II St 25)$(2i - 1,25 — 1) x [] Sei- 1,25)" 
n=0 


1<i<j i,j=1 
(6.3.15) 


ou encore : 





me Coe ie +)- aut Oi. à Nio n —4r? 3. 
palà*, r] 25 (à Xe din JI 86) x IT Ci- 1,23) (6.3.16) 
n=0 ij=1 ij=1 

Nous allons maintenant voir comment calculer les intégrales ou au moins comment les ex- 
primer après intégrations des variables de Grassmann. Nous avons pu calculer les quelques pre- 
miers ordres uniquement pour la distance particulière r = 1/2, où l’on voit dans (6.3.15) que 
nE S(2i — 1,27). 
Malgré cela, à cause de l’ordre d’intégration et de la présence de termes de contact dans les 


le deuxième facteur à la puissance 1 — 4r? disparaît et qu’il ne reste que |] 


fonction thêta supersymétriques, l’intégration n’en est pas beaucoup plus facilité. 


6.3.2 Méthode diagrammatique 


Je vais définir une méthode diagrammatique pour réduire les intégrales sur les variables de 
Grassmann et sur les termes de contact correspondant aux (i, j) = (t; —t;) dans les fonctions 
thêta supersymétriques. Je vais donc introduire des règles et des symboles. Dans nous 
avons deux ensembles d’indices. L'ensemble des indices pairs noté J et celui des indices impairs 
noté K. Nous voyons que la première sorte de terme, d’exposant 1 ne mélange pas chacun de 
ces deux ensembles tandis que, la deuxiéme sorte de terme, d’exposant 1 — 4r? mélange les 
deux types d’indices. C’est la raison pour laquelle l’intégrale est plus complexe que dans le 
cas où ces termes disparaissent en r = 1/2. Pour simplifier, mais nous verrons que l’on pourra 


facilement généraliser après, plaçons nous dans ce cas précis. Alors l’intégrale est simplement : 





Zpa[A*, 1/2] =25~ (atace) [len II Sti,25$(2i-1,25-1) (6317 
n=0 


1<i<j 


Deux remarques. Premièrement, car nous avons à intégrer sur les variables de Grassmann, 


chacune doit apparaître une et une seule fois. Ensuite, si un terme de contact 6(i, j) et une 
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fonction S(i, j) apparaissent simultanément et contiennent les mêmes variables l’intégrande 


s’annule car S(i,i) = 0. 
Maintenant, voici les règles diagrammatiques : 


e Chaque indice à correspond à un vertex. 

e On sépare les indices J des indices X par deux colonnes distinctes. 

e Une ligne nue représente une fonction S(1, 7) et une ligne tiretée une fonction O(7, 7). 
e Une ligne tiretée avec une flèche allant de à vers à + 1 représente —d(7,7 + 1)0;0;41. 


e Une ligne pleine avec une flèche allant de i vers j < i représente —0;0;€(7, j). 
Il faut aussi appliquer la contrainte suivante : 
e Tout vertex doit être pointé par ou doit pointer une et une seule flèche. 


Prenons un exemple avec J = {1,3,5} et K = {2,4,6}. L'intégrale à calculer est explici- 
tement : 


I = | [af] S(1,3)$(1, 5)S$(3, 5)S(2, 4).$(2, 6)S(4, 6) 
= [lata [| 6G.t+ 1) — 6:6:416(4, i + 0) 


3 
x I] (se = 1,29 = 1) = €(2i = 1, 23 = D) (se: 2j) = E(2i, 2) 


1<i<j 


(6.3.18) 


En développant et en appliquant les règles précédemment nommées, nous trouverons entre 
autres les deux diagrammes suivant : 





2 

= (-1)3 f [dt]e[d9]6010203049506 5(1, 2)6(3, 4)6(5, 6) O(2, 3)@(4, 5) 
/ x $(1,3)5(1,5)5(3, 5)S(2, 4) S (2, 6)S(4, 6) 
2 


=(-1)° [[a#lott62650.6560 515.6) Q(1, 2)O(2, 3)O(3, 4)@(4, 5) 





6 x e(1,3)e(2, 4) S(1,5)S(3, 5)S(2, 6)S(4, 6) 
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En suivant un schéma de construction identiques, nous aurons aussi les diagrammes suivant : 





2 2 2 2 
4 4 
6 6 6 6 





Le développement en diagramme est clairement plus facile à utiliser et plus pratique en 
terme d’espace sur le papier que le développement analytique brutal. Nous devons maintenant 
intégrer les variables de Grassmann et nous pouvons trouver des équivalent graphiques à appli- 


quer dans les diagrammes. Voici donc les règles d’intégration : 


e Si deux vertex sont raccordés par une flèche sur une ligne tiretée alors ils sont fusionnés 


et un facteur 1/27 apparaît devant l’intégrale résultante. 
e Le nombre de lignes nues doit être conservé. 


e La parité (i.e. +1) du diagramme doit le multiplier et est donnée par la parité de réorganisation 
en ordre croissant des paires d’indices connectées par des flèches de lignes pleines — en 
supposant que les indices anticommutent. Par exemple, (35,46) est de parité —1 car il 
faut une seule permutation de 4 et 5 pour avoir (3456). 


e Il faut enfin renommer tous les vertex dans l’ordre croissant en suivant le chemin indiqué 


par les lignes tiretées. La parité doit être conservée. 


Donnons tout de suite un exemple pour clarifier : 


renommage x + x 





Parce que (35,46) — —(3456), ce diagramme a la parité (—1). Il correspond à la réduction 


de l’intégrale suivante que nous avons rencontré plus tôt : 
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= (—1)* fison, 2)0(2, 3)9(3, 4)8(4, 5) (3, 5)e(4, 6) Sl, 2)S(1, 3)S(1, 4)S(1, 5) 
= = Jeu.net, 33, 4e(45) 5(1,2)S(1,3)S(1,4)S(1,5) 


1 


= 77 | [als 


1 
2345 








(6.3.19) 


Nous introduisons une forme symbolique, de nouveau pour économiser de l’espace par : 


11,2... tp 


Jaja. Jn 








p n 
= | [ [ [| Siaja) (6.3.20) 
a=l a=1 


Cette forme est complètement symétrique par échange des indices sur chaque ligne. Mainte- 
nant, appliquons de nouveaux les règles d’intégration pour l’autre diagramme dont nous avions 


donné quelques détails : 





Le >-a2 
S 1 ) 1 
F fusion my renommage as 
De > - «6 i i 
D 3 


Ce diagramme à la parité (+1) puisque qu’aucun indice n’est pointé par une flèche de ligne 


pleine. L'intégrale correspondante est la suivante : 


ep ; Jsthe(.2)8(2,3) 5(1,2)25(1, 3)25(2, 3)? 


(27) 
=op] Hl 


Cette intégrale est complètement symétrique par permutation des variables d’intégration. 


1 
23 


2 
13 


3 


6.3.21 
15 ( ) 




















Quand un intégrande S(1,2,3...,n) est complètement symétrique et que l’intégrale est or- 


donnée, on peut enlever l’ordre d’intégration par l’identité suivante : 





[lath S(1,2,3... n) = I [den S(1,2,3..., n) (6.3.22) 


> n! 


Ainsi, pour celle qui nous intéresse, nous aurons : 


1 
23 


2 
13 


3 
12 


1 
23 


2 
13 


3 
12 


(6.3.23) 





ee fiaen, 20,3) 


z p 1 [dt] 
(27) | (2r) / 3! 
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Les quatre autres diagrammes sont très semblables à celui qui donne l’intégrale (6.3.19). 
En fait, en suivant la méthode présentée, on trouve rapidement qu’il s’agit juste de toutes les 
permutations du nombre supérieur avec les nombres inférieurs dans la forme symétrique, c’est- 


à-dire pour les cinq diagrammes que l’on somme simplement : 


= fiath ( 


Or nous voyons que |’intégrale ci-dessus est complètement symétrique par permutation de 


1 
2345 


2 
1345 


3 
1245 


4 
1235 


5 
1234 
































| (6.3.24) 


toutes les variables d’intégration. Par conséquent, nous pouvons la simplifier en utilisant l’iden- 
tité (6.3.22). En outre, une fois l’ordre d’intégration retiré, on voit que les cinq termes sont 
rigoureusement identiques à une permutation des variables d’intégration près et par conséquent 
égaux. Ainsi, l'intégrale finale en regroupant toutes les contributions et de- 
vient : 
































(6.3.25) 


6.3.3 Application au calcul de la fonction de partition en r = 1/2 


Nous pouvons effectivement faire explicitement le calcul en cette valeur de distance car 
l’intégrande est significativement simplifié par rapport au calcul en r arbitraire et avec MATHE- 
MATICA nous avons pu résoudre les intégrales jusqu’à l’ordre 8 dans les tachyons. La motiva- 
tion pour ce calcul est de retrouver le développement d’une fonction connue par identification 
des premiers ordres. Nous verrons cependant que la fonction semble trop compliquée pour être 


reconnue. Le calcul complet est de la forme : 


Z{a,y) = 29 ANET (6.3.26) 
n=0 
Avec l'intégrale /,, donnée par : 


Ip = fii JT $C, 279$ (4 — 1,25 - 1) (6.3.27) 


1<i<j 


Le calcul de /,, peut être simplifié en utilisant la méthode diagrammatique, c’est-à-dire en 


ajoutant des flèches sur ce genre de schéma, eg. enn = 3: 


hl = J [dé 
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Comme nous venons de voir, nous avons obtenu pour ce diagramme, le résultat : 



































fis Ses st [ch OT el JE 1 2 3 
3 On J 5! |2345| (rJ 3! | 23 |] 13 || 12 
212 1 
7 Ar) (2r)? 
16 1 
= = 6.3.28 
37° 8r? ( ) 


Nous avons explicitement écrit CÌ = 5 car le terme combinatoire apparaît réellement. En 
effet, il s’agit de choisir un indice dans la ligne supérieure de la forme symétrique, parmi 5. Il 
est assez facile d’obtenir L : 

















— 1 [dt], | 1] | 2 se 
DNS ne 2ļ|]1 A 
it 1 
~ (27? 4 
1 1 
= a- (6.3.29) 
Puis J, : 
1 
Re 6.3.30) 
= -5 (6.3. 


En revanche, le calcul de 74 est plus complexe, mais par la méthode diagrammatique, nous 
obtenons finalement : 



























































13 24 1 [dt}e 1112 12 
IL, = | {dt Ge 
Ji Hi F zyz) 6 2 |2 || 1 |} 3456 
wail i 1 2 3 4 
rJ 41 | 234 || 134 || 124 || 123 
rate 55 13 f 1001 175 1 o1 
1120 14476 19274 48072 259276 432m4 24002) 1674 
1 3575 205 1 1 
— 6.3.31 
1120 © 259276 © 172874 3272? ° 1674 ( ) 


Pour gagner de l’espace nous avons à nouveau introduit une forme symbolique. Ici il s’agit 


d’une forme complètement anti-symétrique par permutation de tous les indices : 


(6.3.32) 
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pour laquelle nous avons trouvé plus pratique d’introduire une troisième forme anti-symétrique 


par permutation des indices de même ligne uniquement : 


def... 
(6.3.33) 


( a ) (Wn, Ooi AOR TE 





Plus |’ ordre est grand et plus la formule est compliquée, et cela à cause des multiples 
termes de contact et des ordres d’intégration que l’on ne peut pas toujours enlever. Résumons 


les formules obtenues : 































































































(6.3.34) 
pee S 
2 (nf 2 |2|l1 4! 
(6.3.35) 
1 f (dls m| 1 1 [ls | 1 || 2 || 3 
I, = g — a 
on jJ 5! 2345 | (2x J 3! | 23 || 13 || 12 
(6.3.36) 
13 | | 24 1 Idile vo | 11} 2]} 12 
I, = | (dt — ee 
i fala la aa 6! *|21|111|| 3456 
D. goa 1 2 3 4 
(27) J 41 | 234 || 134 || 124 || 123 
(6.3.37) 


En regroupant tous ces termes et leur valeur numériques nous obtenons pour la fonction de 
partition à l’ordre (ATA)? : 








x? + —\2 2 + —\3 
VAE DER EE 4 a ee (1-7 ) Ee (as, aw (1-3) 





T T2 6 73 32 
(XFA-)*_ 48 55 143 1372 nê 175 1001 7? 
2 fi | … 6.3.38 
Tee À L'o 30 o 27 or 15 ( ) 


avec en rouge les contributions purement non-contact. On reconnait parmi tous ces termes 


un développement connu : 


_e” 83 e22? 3 e3z° 1 
dt A A) ee (ON) ee. (63% 


a2 a3 1 fe AtAT er? 
T 
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Or cette somme que nous venons de supposer infinie et exacte l’est effectivement, car en 
regardant l'intégrale J,, de près, nous voyons que la contribution ayant le nombre maximal 
de termes de contact (n précisément) est toujours présente et à une forme standard que l’on 
reconnaît être le déterminant de Vandermonde : 


n 


A / Gé], |] 


i 


ti — ty 


=n! (6.3.40) 


2 sin 











Si nous factorisons ce terme, alors nous obtenons un développement résiduel : 


1 HASN 72 12 ay Te 
1 + %2 à er T 6 an 6 T 
205. 10487 m. mé JAPAN a 
| | + — 4 # +...) (6.3.41 
(Fs 16272 2 =) ( T ) e 7 PER 


que l’on ne reconnaît pas provenir d’une fonction connue. Nous ne pouvons pas aller beau- 








coup plus loin dans cette direction. En vérité, nous ne croyons pas vraiment intéressant de cal- 
culer des termes d’ordre supérieurs car ils n’apporteraient pas grand chose du fait que le calcul 


devrait de toute façon être fait non-perturbativement, dans la mesure où e% croit rapidement. 


6.3.4 Extension de la technique à tout r 1/2 


Il n’est pas possible de faire le calcul explicitement pour r # 1/2 mais on peut tout de 
même exprimer l'intégrale. En généralisant la méthode diagrammatique, nous avons pu obtenir 


un résultat compact pour la fonction de partition en tout r < re. En effet, nous avons alors : 


Z(r, AT, A) =2 yoo [icin II 80,7) CNT) 
a i<j 


=2 AA er |, (6.3.42) 


n=0 


L'expression générale de l’intégrale est : 


— A : ade i 4 A +\1—Ar2 
I, = fih IL (2,23) (2 — 1,25 — 1) x | [ 82i- 1,25) (6.3.43) 


l<i<j ij=l 


avec 


Si, j) = Si, 9)* — a eli, j) S (i, 5) 18:9; 


et S(i, j) = |2sin(t; — t;)/2|. Pour généraliser le traitement précédent, il faut modifier un 
tout petit peu les règles diagrammatiques. Premièrement, il sera difficile pour des questions 
de clarté de conserver le visuel de l’ordre d’intégration — les lignes tiretées. Deuxièmement, 


comme nous l’avons dit pour r 1/2 il existe des termes mélangeant les indices des ensembles 
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J et K et donc nous devons y faire correspondre des lignes. Puisque nous faisons la différence 
entre les propagateurs d’indice J à indice J (et d'indice K à indice K) et les propagateurs 
d’indice J à indice K (et inversement), nous pourrions conserver le même visuel pour les deux 
types, soit la ligne pleine. Cependant encore une fois nous risquons d’obtenir des diagrammes 
illisibles. Nous proposons donc l’ensemble de règles suivantes : 


e Chaque indice à correspond à un vertex. 

e On sépare les indices J des indices / par deux colonnes distinctes. 

e Une ligne pleine reliant à € J avec à € J (et idem en remplaçant J par K) représente 
—e(i, j)0:0;. 

e Une ligne pleine reliant i € J avec i € K représente —(1 — 4r?)e(i, j) S (i, 5)" 0,0). 

e Une ligne tiretée reliant i € J avec i € K représente —ô(i, j)0;0;. 


e Si deux vertex (i, j) d’une même colonne ne sont pas connectés par une ligne pleine, alors 
le facteur S(i, j) est implicite. 


e Si deux vertex (i, j) de deux colonnes distinctes ne sont pas connectés alors le facteur 
S(i, j)! est implicite. 

e Si deux vertex (i, j) de deux colonnes distinctes ne sont pas connectés par une ligne ti- 
retée et sont tels que 7 = à + 1 alors le facteur @(i, i + 1) est implicite. 


Et une contrainte : 
e Chaque vertex ne peut être connecté qu’une et une seule fois. 


Or nous voyons trés facilement qu’il est impossible d’avoir simultanément un terme de 
contact ô(i, j) et S(i, j)! 74? puisque tant que r < 1/2 le terme résultant est nul. Par contre, 
pour r > 1/2 le résultat est infini et nous devrions le régulariser. Techniquement, on sait d’aprés 
les calculs que l’on a fait dans le demi-plan complexe que ces divergences ne sont jamais loga- 
rithmiques et les divergences en puissance peuvent étre supprimées en ajoutant des contretermes 
sans conséquence pour la nature de la théorie. Nous pourrons donc appliquer une continuation 
analytique du cas r < 1/2 vers le domaine r > 1/2. Ainsi, nous nous plaçons dés à présent 


dans ce premier cas, et nous pouvons oublier les termes de contact et donc les traits tireté. 


A l’ordre 3 par exemple, nous aurons : 


= (=° lanta seau OC, 2)8(2,3)(3, 64, 5)0(6, 6) 
| e—_e 2 2 


x (1 — 4r?)3 e(1,2)e(3, 4)e(5, 6) (sa, 2)5(3, 4)S(5, 6) 
x S(1,3)5(1,5)S(3, 5)5(2, 4)S(2, 6)5(4,6) 


(s(1,4)5(1, 6)5(3,2)5(8,6)5(5,2)S(5,4)) 
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(1) i, [dt]¢[d0]q01 0302940505 O(1, 2)0(2, 3)0(3, 4)O(4, 5)O(5, 6) 


2 


CO — 
e— 
e— 

A N 

|l 


x e(1,3)e(2, 4) (1 — 4r”)e(5, 6) S(5,6) * 
x 5(1,5)S(3,5)S(2,6)5(4, 6) 


k (80,980, 980,638, 2)5(3,4)5(3, 656,286,9) 


Et nous aurons 8 autres diagrammes similaires au dernier explicité ci-dessus et qui corres- 
pondent à choisir toutes les autres positions de la ligne transverse entre J et K. Ils sont (C?)? 
en tout. Mais aussi 5 autres diagrammes correspondant aux autres configurations de 3 lignes 
transverses dans le premier exemple. Ils sont 3! en tout. Leur contributions sont très identiques 
à celles obtenues dans les deux exemples. 

L'intégration des variables de Grassmann est immédiate puisqu’il n’y a pas de termes de 
contact. Par contre, il faut toujours bien faire attention à la parité associée à l’ordre d’intégration. 
En étudiant tous ces diagrammes et en observant les diverses symétries de permutation, nous 
obtenons la formule suivante : 







































































—4r2 
135 12 34 12 36 14 23 
r= -(1— 4r?) f [dile 
> | 246 3456 || 56 3645 || 45 2356 || 56 
—4r2 
14 36 135 13 24 
— +... ]-(-4r) [Tail — 
3625 || 25 > | 246 2456 || 56 
35 46 35 26 
— +... | (6.3.44) 
4612 || 12 2614 || 14 


























Les signes de parité sont données par l’ordre des paires, c’est-à-dire (12, 36, 45) — (123456) 
mais (14, 36,25) — —(123456). En étudiant les quelques premiers ordres, nous obtenons une 
formule générale : 


—4r? 








perm P 


avec 


n 


n 1 ; l 
mas ne E __1)\p(2i—1)—p(2i) 
B3- 


La permutation P est définie de telle sorte que les pairs d’indices (p(2i — 1), p(2i)) sont 
ordonnées. Il y a (2n — 1)!! telles permutations. Les formes symboliques sont exactement les 
mêmes que celles que nous avons introduit précédemment, sauf que nous avons généralisé la 
forme symétrique telle que : 


5 (—1)P 2-20) (1 _ gr?) p(3) p(4) 


p(2n — 1) p(2n) 


(6.3.45) 
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a b 
d 
ON af Ol RSA (6.3.46) 
ae cd efllef 
e f 


Après remplacement des formes symboliques par les expressions explicites dans (6.3.45), 
nous obtenons exactement la formule écrite par Sen dans [7]. Donnons maintenant explicite- 


ment les 2 premiers ordres : 














—Ar? 
1 
h = — (1 = 4r°) [lati 9 
= - (ar) [SE 2 si hat s 
2! 2 
T (2 — 4r?) 
— TI 2) (6.3.47) 


en utilisant la symétrie de permutation pour enlever l’ordre d’intégration et la formule de 


Dixon que nous avons déjà introduite et qui est sur le cercle [34] : 


7 _T(i+ny) 
en (6.3.48) 


t; —t; 





f din [| [2sin 


i<j 








pour y > —1/2. Nous voyons que le résultat (6.3.47) est bien défini pour tout r < 1/2, 
par conséquent et compte-tenu de ce que nous avons dit en début de section nous pouvons en 


prendre la continuation analytique pour tout r > 1/2. Or en r = 1/2, nous aurons : 


M i 
 A(1/2) 2% Ge 





I(r = 1/2) = 


qui est précisément le résultat que nous avons obtenu dans la section précédente dans (6.3.38). 
Nous voyons donc que même en l’absence de terme de contact, par continuation nous obtenons 
un résultat équivalent au calcul avec terme de contact. Ainsi, le fait que ce dernier donne une 
contribution finie est très importante pour assurer la continuité de la fonction de partition — et 
sûrement aussi des amplitudes en général. On s’en assure en voyant que si nous avions fait une 
continuation de l’intégrande en r = 1/2 à cause du facteur (1 — 4r) nous obtenions un résultat 


nul et non celui que nous avons là. 


A l’ordre suivant, nous avons : 























14 
g ) (6.3.50) 


Tant que r est différent de 0 il n’y a pas de symétrie de permutation particulière et on ne 
peut pas simplifier cette intégrale. Nous ne connaissons pas le résultat explicite. Par conséquent 
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nous ne pouvons pas faire de continuation analytique depuis r < 1/2 vers r > 1/2. La formule 


de la fonction de partition pour tout r < re est donc au second ordre : 





=o … T(2 — 4r°) +) — 2wx0 +\—)\2 


En r = 0 l’intégrant peut-être mis sous une forme totalement symétrique et nous obtenons 


la formule connue : 


13 
24 


t —t t —t t —t t —t 
= 2 flat y sin p(1) p(3) sii p(1) p(4) siñ p(2) p(3) siñ p(2) p(4) 



































i J 2 2 2 
dt byi tat nt Ho 
_ 94 | on S° sin 20 : P8) in PO PA) oi PO P8) ci PO p(4) 
` perm P 
ds e En eS 
= 3.28 f sin 2 sin BE sin EE sin 2H 
3x2! 
— — 972 (6.3.52) 


Avec comme contrainte que la permutation P conserve l’ordre dans chaque paire regroupées 
en (p(1)p(2), p(3)p(4)) et tels que p(1) > p(2) et p(3) > p(4). Il y en a (2n — 1)!! avec ici 
n = 2. En seconde ligne, nous voyons que l’intégrande est totalement symétrique et que nous 
pouvons donc enlever l’ordre d'intégration en divisant par 4!. Enfin en troisième ligne, toutes 
les permutations sont égales après intégration, nous pouvons donc n’en conserver qu’un seul 
exemplaire et factoriser par (2n — 1)!! = 3. En avant-dernière ligne, le résultat est connu et 
donné explicitement dans [35]. Et enfin nous avons appliqué la formule : 


(2n — 1)!!n! 


Sn =2 7 (6.3.53) 


Nous trouvons que le même développement s’applique aux ordres supérieurs pour r = 0 et 


que le résultat général est simplement : 
| = (6.3.54) 
qui donne après ressommation de la formule (6.3.42) la fonction de partition : 


2 
1 4 AR eva 





Z'DË,r = 0] = (6.3.55) 


C’est précisément le résultat standard de la fonction de partition du tachyon roulant sur un 
système brane-antibrane coincident [79]. 
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6.4 Discussion autour de l’action effective quadratique 


Nous pouvons comparer l’approche du groupe de renormalisation à celle qui consiste à 
identifier l’action on-shell à la fonction de partition. L'identification de l’action off-shell à la 
fonction de partition off-shell renormalisée est un peu plus délicate à cause de l’ambiguïté dans 
le schéma de renormalisation, tandis que l’action on-shell est admise égale à la fonction de 
partition calculée le long de la CFT correspondante. Nous trouvions le long de la solution de 
tachyon roulant e®*” avec w = 1/2 — r? la — densité de — fonction de partition suivante : 


T (2 — 4r?) 
2T?(1 — 2r?) 





Z'fr, 1] = 1 NS DE p... (6.4.1) 


qui rappelons-le est valable pour tout r < re. 


6.4.1 L'approche de Kutasov et Niarchos 


Nous allons maintenant présenter succinctement la méthode de Kutasov et Niarchos en 
l’appliquant à notre cas. Nous verrons que pour nous elle sera beaucoup moins puissante. L’hy- 
pothèse importante qu’ils font consiste à étudier la théorie des champs autour d’une solution 
de tachyon dépendant faiblement de l’espace, c’est-à-dire dont les dérivées spatiales d’ordre 
supérieure ou égal à 2 sont négligeables. Dans cette hypothèse | on peut proposer un ansatz de 


lagrangien : 


f=) y A nero |The (6.4.2) 


n=0 m=0 


Dans cette forme les ambiguités de redéfinition des champs T > f(T, ƏT, Ə®T,...) sont 
presque toutes fixées, à part T — T f(T?) mais qui est équivalent à une redéfinition des coef- 
ficients al). Ces coefficients justement dépendent de la distance r constante. Le lagrangien 
dépend naturellement des modules carrés par contrainte de réalité et par comparaison a la 
fonction de partition. Nous pouvons contraindre les coefficients inconnus al” en imposant aux 


équations du mouvement d’admettre comme solution : 


.0 p À all 

T = Çe” + ie = (6.4.3) 

avec w? = 1/2 — r?°. Nous faisons ce choix parce que nous avons montré dans la section 
précédente qu’à l’ordre quadratique au moins, cette expression était marginale. Nous ferons la 
supposition qu’elle l’est à tout ordre bien que cela appelle évidemment une vérification rigou- 


reuse. Les équations du mouvement sont données pour tout n par : 





9. Notons qu’il y a des arguments qui vont à l’encontre de cette hypothèse en particulier parce que les 
termes d’ordres T? sont de même ordre que les termes T? le long du tachyon roulant. La validité de cette hy- 
pothése ici tient simplement au fait qu’on veut pouvoir reproduire les éléments de matrice-S quadratique dans les 
impulsions dans la limite kê — 0. Dans cette limite les termes d’ordres supérieurs dans les dérivées peuvent être 
supposés réabsorbables par redéfinition des champs dans (6.4.2). 
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n n—1 
0 = So malo arpi AT FAR) = Sn m) a® TPE Ta, T7" 
m=1 m=0 


(6.4.4) 


ainsi que son complexe conjugué. En effet, les coefficients ne doivent pas dépendre de T 
donc il faut imposer ces équations à chaque ordre n dans les tachyons. Nous allons maintenant 


injecter la solution T. Remarquons tout d’abord que cette solution vérifie les équations : 


ô TƏ T* + G = 2 IT|? = 0 
ô 3 T + G = ?) T =0 (6.4.5) 


Ensuite nous écrirons par commodité de notation T = T} et T = T_ avec 


Ty = Ce + ie ve (6.4.6) 





Remarquons que T, et T_ sont indépendants parce que ¢ et À le sont. Maintenant, en utili- 
sant (6.4.5) dans (6.4.4) le calcul est direct et nous obtenons la formule suivante : 


v= + oy a (min —1)T?+(n—m+nm) T?) (6.4.7) 
m=0 


L'indépendance des deux termes implique qu’il faut résoudre cette équation séparément 


pour chacun. Nous obtenons donc un système de deux équations en utilisant T4} Æ 0: 





6.4.8 
Sowa” (n — m+nm) =0 i i 


i S wma m(n —1)=0 


Ce système est clairement sous-déterminé car nous pouvons reformuler ces deux contraintes 


sous la forme : 


— 2m (n) _ 
i (n—1) D mur a =0 Gus 


nwa” =0 


Nous voudrions réduire a chaque ordre le nombre de degré de liberté a al”), Or il est clair 
que cela est impossible dans ce système pour tout n > 3. Dans l’exemple résolu par Kuta- 
sov et Niarchos en revanche, leur systéme était complétement déterminé par une récurrence, 
ce qui leur permettait d’exprimer l’ensemble des coefficients à chaque ordre n en fonction de 
al”), Nous n’avons pas cette chance ici a cause des équations (6.2.14). Toutefois, nous pouvons 
contraindre les 3 premiers termes de l’action effective puisque pour n < 3 le système est soluble 


si bien que nous pourrions obtenir une expression exacte à l’ordre quartique dans le tachyon. 
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Maintenant, pour déterminer les coefficients a”) ils proposent d’utiliser la formule bien 


connue Lon = Z’ identifiant le lagrangien on-shell à la densité de fonction de partition cal- 
culée le long d’une CFT. Rappelons que cette formule est justifiée tant qu’on peut faire sens 


d’éléments de matrice-S asymptotiquement, c’est-à-dire au moins pour x? 


— too. Puisque 
nous nous plaçons tout comme eux le long d’un tachyon roulant qui est asymptotiquement nul 
en z? — —oo nous n’aurons aucun problème pour appliquer cette méthode à l’ordre quadra- 
tique. 

Dans leur cas, la fonction de partition étant calculable perturbativement a tout ordre dans le 
tachyon, il existait une correspondance idéale entre chaque coefficient a”) et une expression a 
l’ordre |T|?" dans la fonction de partition. Ainsi, l’action à l’ordre des dérivées premières dans 
le tachyon est totalement déterminée. Cette méthode est très intéressante et dans leur cas a été 
très fructueuse, puisqu'elle leur a permis d’obtenir précisément l’action effective du tachyon 
proposée par Sen, par exemple dans [114 [L13]. Mais dans notre cas, ça ne fonctionne pas parce 
qu’on ne peut pas réduire le nombre de degré de liberté à 1 par ordre dans l’ansatz de l’action 
effective de telle sorte que l’identification à la fonction de partition ne peut pas déterminer 


complètement l’action. 


6.4.2 Action effective quadratique 


Nous allons pour notre part, simplement calculer l’action à l’ordre quadratique — bien que 
nous pourrions techniquement pousser jusqu’à l’ordre quartique|"] Comme nous venons de voir 


à cette ordre l’ansatz du lagrangien à l’ordre de la dérivée première et à distance fixée est : 


L = a (r) 4a (r) |T? + ar) OT +... (6.4.10) 


En utilisant le système (6.4.9) précédent en n = 0, 1, nous trouvons facilement : 


do (6.4.11) 


0 1 Eo Be | 
avec af ) et af ) des constantes indéterminées. Nous voulons maintenant comparer l’expres- 


sion de l’action obtenue, on-shell à la fonction de partition (6.4.1). En utilisant la solution de 














tachyon roulant simple 77 = À e” et en identifiant en toute généralité T = K(r)T* et 


T* =«(r)T™~ avec «(r) une constante éventuellement dépendante de r on trouve : 


() (aan?) (6.4.12) 
Ag” = ZT2G-2r2) 


L'action quadratique à distance constante est donc finalement donnée par le lagrangien : 





_ D(4 — 4r’) 1_>\ ine ae 
Lz =2- ary a) (G r ) IT|? — THT ) +... (6.4.13) 





10. C’est en projet, mais il faudra d’abord résoudre l'intégration à l’ordre 4 dans les tachyons pour tout r. 


198 Troisième partie. Section 6.4 





Maintenant, nous voudrions ajouter le terme cinétique du champ de distance afin d’obtenir 
une action pour les deux champs. On peut a priori simplement I’ addition, puisque dans la limite 
T'— 0 on sait que l’on doit retrouver le développement de l’action BI 123] : 


Lpr=24/1+ 0600 ~2 (1 + sono") (6.4.14) 


où on a laissé implicite le facteur Te? constant. En imposant y = r/27 nous voyons donc 


qu’il faut ajouter le terme cinétique 0,r0°r/2 à l’action (6.4.13). Soit : 
T° a 1 2 2 arp* 
Lz =2 1+ >dard*r — f(r) ria T| —0,TO°T* | +... 


_ T(4-4r?) 
— 4Kk212(2 — 2r?) 








f(r) (6.4.15) 





Comme on ne connaît pas «(r) on peut pour l’instant conserver f(r) arbitraire. Toutefois, 
nous pouvons déterminer exactement cette fonction en dérivant les équations du mouvement et 


en imposant que r constant est une solution le long du tachyon : 


Tey re 4 ine VIe (6.4.16) 


A partir de la formule précédente (6.4.15) on trouve que les équations du mouvement sont 


simplement : 























0= -0r — f'(r) (G — r?) IT|? — arar) + 2rf(r) IT 
: 1 BOPE 
0= -0T + G a r?) T+ 7) O,rO°T (6.4.17) 


Sachant que toutes les solutions tachyoniques — à l’ordre quadratique — pour r constant sont 
telles que : 


G = r) IT|? + 8, TOT* = 0 (6.4.18) 


Nous trouvons facilement qu’il faut f’(r) = rf(r)/(1/2 — r°) soit donc : 


ie) =— (6.4.19) 
y? 
9 r 

avec C une constante indéterminée que l’on peut fixer à C = 1/2V2 sans perdre en 

généralité — nous verrons pourquoi cette valeur précisément. Alors l’action effective quadra- 


tique est finalement : 
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r? 1 1 
Lz =2|1 + —dO,r0°%r + —— | 0,TOT" — | = — P T È +... 6.4.20 
7 2 2/1 — 2r? ( (5 IT| ( ) 
et les équations du mouvement qui en dérivent sont : 
0 = d are? + (t-r) TP 
eg CPR fl 
0 rall -ery er (6.4.21) 
— ——r vá T. 
2 1— 2r2 | 


Cette action est valide uniquement pour r < re. Elle est discontinue en r = re donc n’est 
pas continuable en r > re, d’autant que V1 — 2r? serait alors imaginaire. Cela signale encore 
que le système subit une transition de phase à la distance critique. Cette discontinuité permet 
qu'en r > re l’action de Garousi prenne le relais : nous avons montré qu’elle était compatible 


avec la physique interne des cordes dans le domaine surcritique. 


Comparaison aux équations du groupe de renormalisation 


La comparaison aux équations obtenues dans la section [6.2] montre qu'il y a compatibi- 
lité entre ces équations et celles que fournissent les fonctions bêta, mais en choisissant une 
redéfinition de tachyon convenable et a priori uniquement pour r constant. Rappelons ici qu’elles 
étaient : 
































OL rh(r) arrx 1 2 2 

= = D (are +6 ?) ire) 

ÔL 1 2 

of = r+ (5-77) T (6.4.22) 


avec h(r) une fonction de r arbitraire provenant d’une redéfinition du tachyon à distance 
constante. En fait, si on étudie plus en détail l’ensemble des fonctions bêta, on peut voir que 
nous aurons aussi celle-ci : 








Baxs = —2rA(ôrA7) +... 
= 4r0,6r0'd* — 2rrA*Adr — 2rôr AA? (6.4.23) 











Soit à l’ordre quadratique simplement : 








Bart = 4rôiðro AŤ + o(B;) (6.4.24) 


à des facteurs dépendant des fonctions bêta près. Puisque r est constant, et que les équations 


du mouvement sont telles qu’il faut que les fonctions bêta soient nulles, nous aurions pu donc 
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aussi réécrire les fonctions bêta (6.2.33) avant d’en déduire les équations du mouvement sous 


la forme : 


Pr —Adr — 2rh(r) (Cc) C(2) + C2) Ci ) 
Bay = Aca, — 2rôr Ça, + 9(7) Baca») 
= A((1,2) = 2ror (1,2) E 4rg(r),6r0" A+ Ma (6.4.25) 








Les expressions de g(r) et h(r) sont arbitraires, de sorte qu’il est possible de les choisir 


telles qu’on retrouve les équations du mouvement (6.4.21). 


Il y a donc un bon accord entre les deux calculs indépendants. Toutefois, cette étude montre 
que les fonctions bêta sont délicates à utiliser pour déduire des équations du mouvement, car 
elles ne sont connues qu’à des termes proportionnels aux fonctions bêta près. La méthode de 
Witten (OSFT) qui rejoint la méthode de Tseytlin, semble moins ambiguë bien que plus com- 
plexe à utiliser. Nous présenterons des perspectives de recherches dans cette direction pour ce 
système en conclusion, dans la partie [TV] 


Contrainte sur le tachyon d’espace-cible 


Enfin, nous trouvons également qu’il faut redéfinir le tachyon de l’action effective par un 
facteur «(r) dépendant de la distance lorsqu’on l’identifie on-shell à son homologue de surface 
de corde. Ce n’est pas inattendu, puisque la relation entre le champ d’espace-cible et le couplage 


de surface n’est pas nécessairement trivial|"] Cette constante vaut précisément : 








T 








= k(r) t= (6.4.26) 


espace-cible surface 


V1—2r?2T(4 — 4r?) 
212(2 — 2r?) 


Nous voyons donc quelque chose d’intéressant se produire qui est la suppression du fac- 





teur «(r) à la distance critique re = 1/2 donc du tachyon «(r)T*. En effet, les arguments 
des fonctions Gamma sont tous bien réguliers et non nuls en r = 1/2 tandis que le facteur 
4/ z — r? s’annule. Ce n’est pas un résultat si surprenant ou inattendu car nous savons qu’à la 
distance critique il doit se produire un phénomène marquant une discontinuité du point de vue 
d’un tachyon roulant — les fameuses limites r — rz et r} — re. D'autant plus que nous ne 
pouvons pas calculer la fonction de partition le long d’un tachyon constant en r = r, sans tenir 
compte aussi de la perturbation de distance dr. Rappelons que cette perturbation a une fonction 
bêta non nulle en cette valeur, proportionnelle à ATA”. Si bien que le tachyon constant ne définit 
pas une CFT à moins qu’il soit nul ! Cela traduirait bien la rupture de la relation Lon = Z’ pour 
r et T' constants. 


6.4.3 Conclusion et comparaison à l’action effective du système coincident 


Nous avons montré qu’il était possible de contraindre une action effective quadratique, bien 


que nous avons argumenté qu’il n’était pas possible de déterminer les ordres supérieurs. Nous 





11. Je pense en particulier à la correspondance entre la déformation de demi S-brane et le vide stable en À = 1/2. 
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avons obtenu l’expression de l’action en r < rą en imposant à la Kutasov et Niarchos que les 
équations du mouvement admettent les solutions de tachyon roulant. Puis nous avons déterminé 
les coefficients en comparant à la fonction de partition le long de la CFT du tachyon roulant à 
distance constante que nous avions calculée dans la section précédente. 

Une fois le terme cinétique du champ de distance réhabilité, nous avons vu que nous ne 
pouvions pas, à partir de l’expression de l’action, retrouver exactement les équations du mou- 
vement off-shell que nous avions établi plus tôt par le biais du groupe de renormalisation. Nous 
trouvions cependant qu’elles étaient bien compatibles le long de r constant. 


Nous pouvons maintenant comparer l’action (6.4.20) à celle qu’ obtenaient Kutasov et Niar- 
chos dans le cas r = 0 strictement — c’est-à-dire en gelant le champ de distance, ce qui est bien 
sûr discutable mais permet d’obtenir une expression exacte pour l’action effective du tachyon 


exclusivement. Ils trouvent précisément — à un signe multiplicatif près : 








2 r? ae 
ay! J + 0,TOT 
IT? 


1 
~ 2| de + -0T T* +... 6.4.27 
2 5 + ( ) 





Nous avons bien égalité entre leur formule et la nôtre, ce qui est somme toute normal par 
continuité de la fonction de partition en r = 0. Nous pourrions suggérer deux formes de type 
TDBI correspondant en développement à l’action quadratique (6.4.20) : 
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Néanmoins, une rapide étude de l’équation du mouvement de r le long du tachyon roulant 
ar constant montre dans chaque cas que ça ne fonctionne pas, dés l’ordre 4 dans les tachyons. 


L’équation du mouvement on-shell est : 


Ji 
T el (6.4.29) 
or 2 





Elle ne s’annule que pour r = 0 car les termes d’ordres suivants sont proportionnels à r. 
Ces expressions de lagrangien sont donc fausses. Pour l’instant nous n’avons pas trouvé de 
formulations compatibles. Une voie de recherche consisterait à obtenir l’expression exacte non- 
perturbative de la fonction de partition en tout r constant le long du tachyon roulant, mais le 
calcul semble dans l’immédiat et à court terme, hors de portée. Une autre option, dont nous 
parlerons plus longuement en conclusion, consisterait à étudier le modèle sigma off-shell com- 
posé d’un tachyon constant, en suivant la méthode de OSFT de Witten 51]. Pour 
l'instant cette méthode a surtout été appliquée en théorie bosonique. Puisque les physiques des 
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systèmes de branes bosoniques séparaées et de brane-antibrane séparées sont similaires, l’étude 
du système bosonique reste prometteuse. Nous verrons en conclusion l’existence d’une relation 


entre le modèle bosonique et le modèle de Kondo. 


Quatrième partie 


Conclusion et perspectives 
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Au cours de cette thèse, nous avons démontré que le tachyon roulant du secteur interbranaire 





(anti-diagonal) o* € U(2) dans le système d’une brane et d’une antibrane parallèles et séparées 
en théorie de type IIA ou IIB, est une solution des équations du mouvement de la théorie des 
champs de cordes dans l’ensemble du domaine tachyonique £ < l, avec le = 72a’. Le 
modèle sigma incluant l’opérateur de vertex de ce tachyon roulant constitue ainsi une théorie des 
champs conforme. Nous nous sommes intéressés aussi au modèle bosonique correspondant qui 
non seulement admet un tachyon interbranaire dans son spectre de corde ouverte mais contient 
aussi des tachyons hébergés sur chaque brane, c’est-à-dire dans les secteurs diagonaux 0°? € 
U(2). 

Dans le premier cas, nous avons montré que les résonances entre les opérateurs de tachyons 
roulants o+ @ yte V 1/277 A tirX avec r = {/2r et l'opérateur o? Q e2?V1/2-PX° menga- 

















geaient aucune divergence logarithmique à l’ordre 2 et 4 dans les tachyons, c’est-à-dire pour 
tout r < 17/6. En identifiant le mécanisme d’annulation de ces divergences au rôle de la 
supersymétrie, nous en avons déduit que cela devait s’appliquer à tout ordre et à toute distance. 
Nous avons vu que les divergences logarithmiques étaient la cause de la perte de marginalité 
en contribuant à l’expression des fonctions bêta des couplages associés aux opérateurs produit 
par résonance. L'absence des divergences logarithmiques nous a ainsi permis de conclure à la 
marginalité exacte du modèle de tachyon roulant dans le système brane-antibrane. Nous nous 


attendions à ce comportement par absence de raisons physiques justifiant le contraire. 


Dans le second cas, nous avons vu en revanche que les résonances entre les tachyons rou- 








lants o+ Q e VI X"æ4irX et l'opérateur o? Q e?” YTX" faisaient intervenir des divergences 
logarithmiques — non supprimées — au moins à l’ordre 2 pour tout r > re/ v2. Nous en avons 
déduit que les contributions correspondantes dans les fonctions bêta du champ de tachyon du 
secteur o° mettaient en valeur l’existence d’un couplage physique non nul dans l’action effective 


du système entre ce tachyon et celui du secteur interbranaire. 


Ainsi, dans un cas nous obtenons une suppression des divergences logarithmiques grâce 
à la supersymétrie, et dans l’autre cas, il n’existe aucune supersymétrie et ces divergences ne 
s’annulent pas. Dans le premier il n’y a aucune raison physique qui justifierait la présence de 
divergences logarithmiques à cause de la supersymétrie et de la projection GSO qui supprime le 
mode tachyonique des secteurs diagonaux. Mais dans le second, puisque le tachyon du secteur 
o° est une excitation physique dans le modèle bosonique, nous avons une raison physique pour 


expliquer la présence de divergences logarithmiques. 


Dans le système brane-antibrane, nous avons aussi mis en valeur l’existence de termes de 
contact. Ces derniers apparaissent naturellement en exprimant l’action de surface de corde de 
façon manifestement supersymétrique dans le super-espace en introduisant des fermions de 
bord, puis en décomposant cette action et en intégrant sur les variables de Grassmann. Nous 
avons montré que ces termes de contact jouaient le rôle de contretermes et permettaient de sup- 
primer un grand nombre de divergences en puissance du cut-off UV € dans les amplitudes, ou au 
moins dans la fonction de partition sur le disque. Ce comportement reléve d’une théorie mani- 
festement supersymétrique. Or les résultats précédents ont montré que les divergences en puis- 
sance n’étaient pas toutes supprimées et qu’il restait des divergences résiduelles. Nous avons 


identifiées qu’elles étaient ôtables par des termes de contact d’ordre supérieur et nous avons 
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donc proposé de corriger l’action supersymétrique des fermions de bord en conséquence, par 
l’ajout de termes d’interaction à 4 points et plus. 


A distance £ < £. le nombre de termes divergents à tout ordre est fini. En effet, à dis- 
tance £ pour une fonction à 2N-points des tachyons la ”’divergence” résiduelle est du type 
INPUT E e?NV1/2=?X? pour tout N < 1/(2 — 4r?). Ainsi, le nombre de contretermes 
à ajouter dans l’action est fini et la théorie renormalisable. Puisqu’il s’agit de divergences de 
puissance, la théorie reste en outre exactement marginale. Cependant dans la limite r — re le 
nombre de divergences résiduelles tend vers linfini. Ainsi la limite r — r7 ne définit pas une 
théorie renormalisable. La valeur r, est, aussi en ce sens, une distance critique. Nous identifions 
ce comportement à la perte de marginalité du tachyon roulant en r = r, à cause d’une résonance 
non nulle avec le champ de distance o° ® DX. Cela pourrait être dû a la transition d’une théorie 
interactive c = 2 à une théorie interactive c = 1 par comparaison au comportement des théories 


Liouville dans la limite c > 1. 


Notre étude a porté ensuite sur le groupe de renormalisation du modèle sigma perturbé au- 
tour de la déformation marginale du tachyon roulant dans le cas bosonique et dans le cas brane- 
antibrane. D’abord en théorie bosonique, nous avons inséré sur le bord la déformation corres- 


pondante à une perturbation de distance 6r(X“) et nous avons supposé que le tachyon lui-même 





était une perturbation A= (X°). Pour étudier le groupe de renormalisation de ces perturbations 
et obtenir des contraintes physiques sur leur dynamique respective, nous avons développé ces 
fonctions des champs X en décomposant ces derniers en mode zéro et modes d’oscillations 


X = x + X. Nous obtenions alors des perturbations relevantes autour des déformations mar- 





ginales. De ce fait, les fonctions bêta obtenues pour les couplages r(x) et À*(x) ne pouvaient 
recevoir de contributions que via des résonances, donc des termes logarithmiques et universels, 
c’est-à-dire indépendant des schémas de renormalisation. Nous avons justifié dans cette me- 
sure l’interprétation de ces fonctions bêta en tant qu’équations du mouvement. Leur expression 
obtenue est non triviale et prend son origine dans l’existence d’une solution de type S-brane 
complète à l’ordre quadratique. En l’état, ces équations ne permettent pas d’exprimer une ac- 
tion effective dont elles dérivent, à moins de redéfinir les champs ou les fonctions bêta par des 
termes constants ou proportionnels à d’autres fonctions bêta, ce que nous voyons concrètement 
dans la section 


Dans le modèle brane-antibrane, nous avons exprimé une théorie équivalente, manifeste- 
ment supersymétrique sur le super-espace de la surface de corde, puisque nous avions vu l’im- 
portance que revêtaient les termes de contact dans l’extraction des divergences. Les pertur- 


bations ont donc été exprimées dans le super-espace, et autour des déformations marginales, 





par 6r(X*) et A*(X*). Après décomposition des superchamps, c’est-à-dire développement par 
X=x+Xet intégration des champs auxiliaires, nous avons obtenu divers termes de contact 
et des expressions non triviales des opérateurs relevants couplés aux champs et leurs dérivés. 
Nous avons obtenu la suppression d’un certain nombre de divergences logarithmiques grâce 


aux termes de contact. Néanmoins à partir de termes logarithmiques résiduels nous avons de 





nouveau calculé des fonctions bêta non triviales pour les couplages dr(x) et À*(x) puis des ex- 
pressions pour les équations du mouvement correspondantes. Leurs expressions sont très sem- 


blables à celles du modèle bosonique, indiquant que la physique entre ces deux systèmes est 
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très similaire, sauf dans le domaine £ > ¢,/,/2 car dans le modèle bosonique le couplage du 


tachyon interbranaire au tachyon du secteur 0°” y est effectif. 
y y y 


De même que dans le cas bosonique, les formules naïves des équations du mouvement ob- 
tenues à partir des fonctions bêta ne sont pas compatibles avec une action effective. Toutefois, 
la comparaison de ces équations à celles dérivées de l’action effective quadratique obtenue dans 
la section|6.4]associée a une analyse attentive des fonctions béta, montre qu’en ajoutant a leurs 
expressions des termes proportionnels aux fonctions béta et en redéfinissant certains champs, 
nous pouvons en réalité en dériver des équations de mouvement compatibles avec une action 


effective. 


Dans la section [6.4] nous avons utilisé la méthode proposée par Kutasov et Niarchos afin 
de calculer exactement l’action effective à l’ordre quadratique. Ils proposent de contraindre un 
ansatz d’action effective à l’ordre des dérivées premières — ce qui est justifié le long de tachyons 
de type quasi-homogènes, c’est-à-dire tant que leurs oscillations spatiales sont de grandes lon- 
gueurs d’ onde — en imposant que ses équations du mouvement admettent la solution de S-brane 
complète. Cela permet de réduire considérablement, au moins dans leur modèle, le nombre de 
degrés de liberté de l’ansatz — en l’occurence à un par ordre dans le tachyon. Par comparaison 
à l’expression de la fonction de partition sur le disque, le long de la solution de demi S-brane, 
en utilisant l’identité Son-shen = Z l’ansatz est alors complètement contraint et l’action effective 
totalement déterminée. L'action obtenue par cette méthode est au moins valable autour de cette 


solution. 


Nous avons cependant montré que dans le système brane-antibrane séparé, il n’est pas 
possible de déterminer entièrement un ansatz d’action par cette méthode. En effet, la forme 
spécifique de la solution de S-brane complète dans ce cas précis ne permet d’exprimer qu’un 
système d’équations sous-déterminé pour l’ansatz. Par conséquent, nous ne pouvons pas réduire 
son nombre de degrés de liberté aussi significativement que dans le système étudié par Kuta- 
sov et Niarchos. Alors, l’action effective ne peut pas être totalement déterminée par la formule 
Son-shen = Z. Néanmoins, nous avons la possibilité de calculer exactement une action à l’ordre 
quartique dans le tachyon. En effet, le nombre de degré de liberté par ordre dans le tachyon 
étant alors réduit à un, nous pouvons les contraindre par la formule ci-dessus et obtenir une 


expression quartique pour l’action effective du système brane-antibrane. 


Par ailleurs, nous avons exprimé la fonction de partition sur le disque le long du tachyon 
roulant. Nous avons développé une méthode diagrammatique afin de traiter analytiquement les 
intégrandes et réduire l’intégrale de chemin définie dans le super-espace à une intégrale de 
chemin définie sur le disque. L'expression finale que nous obtenons pour tout r < re est telle 
que le calcul analytique de l’intégrale à tout ordre est hors de portée. Nous avons cependant 
pu calculer la densité de fonction de partition, notée Z’, à l’ordre 8 dans les tachyons pour la 
distance r = r./V2. Nous espérions obtenir une expression connue du développement, mais 
les résultats ordre par ordre semblent se complexifier à mesure que l’ordre augmente. Nous ne 


reconnaissons aucune série connue dans sa formule : 
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Nous avons aussi pu calculer exactement l’ordre quadratique ce qui nous a permis de déterminer 
au moins une action effective à l’ordre quadratique par la méthode présentée ci-dessus. L’ex- 
pression de l’action effective à l’ordre quadratique pour le tachyon et la distance est : 


L=2|1+ T g rðr + a (arar — G — r) re) +... (IV.2) 
2 2V1 — 2r? 2 

Cette expression comme celle de l’action obtenue par Kutasov et Niarchos n’est valable 
que le long de la solution de référence. Donc son domaine de validité concerne les perturba- 
tions des champs autour du tachyon roulant à distance constante. Cette expression est nettement 
différente de celle correspondant au développement quadratique de l’action de Garousi. Ce qui 
n’est pas surprenant, puisque nous argumentons en introduction que l’action de Garousi n’est 
a priori Valable que pour des tachyons de genre espace, c’est-à-dire non dynamique. En outre, 
l’action de Garousi n’admet pas de solution de tachyon roulant à distance constante comme 
nous l’avons démontré. 

Comme nous le disons plus haut, la dérivation des équations du mouvement à partir de 
a montré après une analyse attentive que les équations obtenues par le biais du groupe de renor- 
malisation étaient compatibles avec cette action. L'absence à premier abord d’un terme d’inter- 
action entre la dérivée du tachyon et la dérivée du champ de distance rendait la correspondance 
impossible. Toutefois nous avons pu identifier ce terme à une contribution proportionnelle à la 





fonction bêta de AA* à l’ordre quadratique. Or nous savons que les fonctions bêta sont soumises 
à cette ambiguïté lorsque nous voulons les interpréter en tant qu’ équations du mouvement. 
La compatibilité entre ces deux développements semble donc plutôt correcte. Par conséquent, la 
formule de l’action quadratique que nous avons dérivée est en accord avec la physique interne 
des cordes dans le fond de champs off-shell. 


Le schéma final concernant les actions effectives le long des différentes phases du champ bi- 
fondamental interbranaire semble privilégier la distribution suivante : (1) dans la phase surcri- 
tique r > \/2r, la physique du système est dominée par l'attraction coulombienne résultant de 
l’échange de cordes fermées entre les deux branes ; (2) dans la phase surcritique Var >r >fe 
le système est décrit par l’action de Garousi et le potentiel est à l’ordre d’une boucle attractif 
et de type Coleman-Weinberg ; (3) dans la phase critique elle-même la définition d’une théorie 
des champs semble non pertinente étant donné l’instabilité du système en cette position ; et (4) 
dans la phase sous-critique, la physique est décrite par une action dont le développement qua- 
dratique en de faibles valeurs de tachyon est du moins autour d’un mode de condensation 
à distance constante et dépendant du temps de type tachyon roulant. Dans cette phase, l’action 
de Garousi est probablement pertinente en ce qui concerne la description des modes de conden- 
sation de genre espace uniquement — tels que ressaut ou vortex. 
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En démontrant la marginalité exacte du modèle de tachyon roulant à distance constante, la 
voie à l’étude de la condensation en elle-même et de la détermination de son issue est ouverte. 
La question importante concerne en particulier la nature du vide de condensation : s’il existe 
bel et bien, est-il stable ou instable ? Un vide étant simplement une configuration de l’espace- 
temps, par exemple, la solution de ressaut dans le système brane-antibrane coïncident est un 
vide, certes dépendant des coordonnées d’espace, mais instable car consiste en une brane non- 
BPS de co-dimension 1. A l’inverse, la solution de vortex dans ce même système est un vide 
stable car il consiste en une brane BPS de co-dimension 2. De même le vide global de conden- 
sation, c’est-à-dire celui minimisant le potentiel du tachyon qui peut être considéré globalement 
constant, est soit stable soit instable mais constitue néanmoins dans chaque cas une issue de 
condensation pour le tachyon. Le calcul exact de la fonction de partition le long du tachyon 
roulant devrait donner cette information, comme dans et permettre de déterminer l’état 
de bord du système brane-antibrane condensant. Si le vide final est un vide de corde fermée, 


alors dans la limite x° 


— oo l’état de bord de la brane doit s’annuler. D’après les études de 
Sen et de Lambert dans ce cas, la condensation est accompagnée d’une évaporation 
de la brane en corde fermée et a un confinement des flux électriques le long de chaque brane 
transformant les cordes ouvertes interbranaires en cordes fermées contraintes a circuler dans 
l’espace délimité par les deux branes. Cela reste cohérent car la séparation est de l’ordre de la 
longueur de corde. Toutefois nous avons vu que le calcul perturbatif de la fonction de partition 
le long du tachyon roulant est très complexe et est pour l’instant inconnu. De plus il est fort 
probable que l’expression perturbative complete soit difficile à resommer en une forme com- 
pacte. Dans cette direction, il faudrait donc idéalement concentrer les recherches vers un calcul 


non-perturbatif de la fonction de partition. 


Une autre direction de recherche, que 
nous explorons actuellement, consiste en la 
anti-Dp construction d’un modèle de condensation 

équivalent à celui du système séparé. L’uti- 
lisation d’une des nombreuses dualités de 
la théorie des cordes pourrait également se 
révéler utile. L’avancement actuel de nos 
Dp recherches dans cette voie est le suivant. 
L'établissement de l’universalité du poten- 
üel de tachyon par Sen dans suggère 


FIGURE 6.1 — Système Dp — Dp diamétral t p: l , 
PURE ee P que l’issue de condensation du tachyon inter- 


séparé le long d’une direction compacte en forme de . N . 
i , branaire dans le système brane-antibrane ne 
cercle S- de rayon R. Les cordes ouvertes interbra- _, 2. 
; Z dépend pas non plus de la géométrie dans la- 
naires se séparent en deux secteurs et en deux en- 


sembles indépendants droit (en vert) et gauche (en quelle le système est inséré. En particulier, 


rouge). il peut être étudié dans un espace compact. 

Ainsi, nous pouvons étudier la configuration 
représentée dans la figure : une brane et une antibrane diamétralement séparées dans une 
direction compacte de rayon R. La distance séparant les branes est { = mR. Le système ad- 
met de nouveaux deux secteurs interbranaires, représentés par les facteurs de Chan-Paton o* et 


o`. Pour R < 42 il existe deux tachyons complexes a priori indépendants correspondant aux 
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cordes du côté droit et à celles du côté gauche. Nous parlerions de tachyons droit et gauche, 
mais sans rapport avec une quelconque notion de chiralité. 

En présence de tachyons gauches et droits constants et égaux, le système est géométriquement 
stable, c’est-à-dire que les branes restent en leur localisations respectives. Cette dernière confi- 
guration est intéressante car elle ouvre la possibilité d’étudier le potentiel effectif du tachyon à 
distance constante, celui auquel nous nous intéressons pour connaître l’issue de condensation 
du système séparé en espace plat. En effet, cela reste à prouver, et ce serait un point majeur 
dans cette étude, mais nous pourrions conjecturer que le potentiel du tachyon interbranaire en 
système compact soit égal — ou au moins équivalent — à celui du tachyon interbranaire en es- 
pace plat. Pour le moins, le produit de condensation devrait être semblable : la topologie de 
l’espace n’est pas pertinente en ce qui concerne un phénomène local. En effet, un voisinage de 
S! contenant la brane et l’antibrane, par exemple le côté droit, ne contient qu’un seul tachyon 
complexe. L’ existence de l’autre tachyon — supposé égal au premier — contenu dans le voisinage 
complémentaire de gauche permet de conserver la stabilité géométrique du système mais il ne 
devrait pas influencer la nature du produit local de condensation. 

Or, nous pouvons identifier ce produit qui constitue pour un tachyon constant le vide de 
condensation. En R = 1/2 la déformation de bord associée à un tachyon interbranaire constant 


et pour lequel le système est géométriquement stable est la suivante : 


0 à b x 
5S = g f T (IV3) 
\ 0 V2 V2 
Nous avons noté X la dimension compacte. Du point de vue de la fonction de partition sur 
le disque et à cause des facteurs de CP, cette déformation est équivalente à : 


-loto Les 
ôS = |Alo 2 $ Fa cos = (IV.4) 


Elle correspond exactement — à une T-dualité et des fermions près — à celle étudiée par 
Sen dans le système bosonique brane-brane coincidentes. Pour le cas des super- 
cordes, Sen a déterminé la théorie conforme associée a la solution de ressaut puis Majum- 
der et Sen ont étudié la déformation associée à la formation d’un vortex [82]. La déformation 
(LV.4) est exactement marginale pour tout À. Une T-dualité transforme R > 1/R et (X,w) > 
(X, y) de sorte que la déformation T-dual représente la formation d’un ressaut par condensa- 
tion de tachyon sur un système D(p+ 1) — D(p +1) coincident enroulé autour de la dimension 
compacte de rayon À = 1/42. Pour |A| = 1/2 le ressaut prend la forme concréte d’une brane 
non-BPS localisée en x = 7 R. Par T-dualité inverse, la théorie de surface déformée par 
en |A| = 1/2 devrait donc décrire une D(p + 1)-brane non BPS enroulée autour de la dimension 
compacte. 

En outre, nous pouvons généraliser cette construction pour tout R < 4/2 : Sen montre, dans 
le cas bosonique et dans le cas D — D que le ressaut est identifié à une brane de 
codimension 1 pour tout À tant que |A| = 1/2. Ceci implique que la déformation 





(IV.5) 
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est exactement marginale pour tout R < V2. Par conséquent, le fond constant |A| = 1/2 est 
une solution des équations de la SFT : il s’agit donc d’un minimum du potentiel tachyonique, ce 
qui s’appelle un vide. Il consiste en une D(p+ 1)-brane non BPS enroulée autour de la direction 
compacte — voir figure (6.2). Cela implique qu’en condensant, le tachyon se rassemble en une 
matiére branaire pour recomposer cette brane non-BPS. 


T= 0 Te 4/2 


anti-Dp non-BPS D(p+1) 


T-duality 


ER 


) T-duality 


D(p+1) - anti-D(p+1) 
non-BPS Dp 


FIGURE 6.2 — Condensation du tachyon interbranaire dans le système Dp— Dp diamétralement séparé, 


par T-dualité avec la solution de ressaut dans le système D(p + 1) — D(p + 1) coincident. 


D’après Sen, le potentiel du tachyon doit s’écrire sous la forme V (T) = 27, f(T) avec f 
une fonction décroissante interpolant entre les valeurs extrémes déterminées par la composition 
de l’espace-cible en ces points. Ici, parce que la brane créée est de dimension supérieure à la 
brane initiale, nous avons la contrainte : 


2rR 
V (1/2) = f deva Ta =V2RT, (IV.6) 


Par conséquent, les valeurs extrêmes de f sont f(0) = 1 et f(1/2) = R/ v2. Pour R = V2 
le potentiel est bien plat, ce qui est compatible avec un ”’tachyon” non-massif. Pour R < V2 le 
potentiel est décroissant mais la valeur extrême en T = 1/2 est non nulle à la différence du cas 
coincident, et est déterminée par la distance séparant initialement les branes { = TA. 

Néanmoins, une brane non-BPS dans cette géométrie n’est pas stable puisqu'elle admet un 
tachyon dans le spectre de ses excitations de cordes ouvertes. Ainsi, le vide |A| = 1/2 est en 
vérité instable et le tachyon de la brane non-BPS est appelé a condenser, temporellement ou 
sous la forme d’un ressaut. Ce dernier mode de condensation est équivalent à la formation d’un 
vortex — une Dp-brane BPS — directement depuis le système T-dual de la paire brane-antibrane 
séparée. Il est représenté sur la figure (6.3). 


Ce développement suggère que le système Dp — Dp séparé par la distance { dans la limite 
de décompactification tend, par condensation, vers un vide composé d’une matière branaire 
non-BPS et instable remplissant l’espace délimité par les deux branes — voir figure (6.4). 
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FIGURE 6.3 — Condensation du tachyon dans le système brane-antibrane séparée, par formation d’un 


vortex dans le système T-dual. 


Cette matière est instable pour deux rai- 
sons, d’abord intrinsèquement à cause du ta- 
chyon de corde ouverte contenu dans le vo- 
lume d’univers d’une brane non-BPS et en- 
suite géométriquement a cause de la ten- 
sion non nulle de l’objet qui tend à réduire 
l'épaisseur du système. Il faudrait étudier 





1 les constantes de temps associées a ces 


deux effets pour déterminer lequel est domi- 
FIGURE 6.4 — Système Dp — Dp séparé le long nant. 
d’une direction X tranverse. Le produit de conden- 
sation serait une matiére branaire non BPS et in- Le passage du système compact au 


stable remplissant l’espace délimité par la surface système décompactifié n’est pas trivial et il 


des deux branes. Il est représenté ici en rouge. dr da AN : í ae, 

d e s’agit d’un des points importants à développer 
dans cette direction de recherche. Une confir- 
mation directe serait apportée par le calcul du potentiel associé à un seul des tachyons droit ou 


gauche dont la déformation de bord serait de la forme : 


6S =at QÀ f A -07 QÀ“ f Ty (IV.7) 


Cela pourrait être effectué en utilisant la relation de ce modèle sigma avec le modèle de 
Kondo — que nous présentons plus bas. Néanmoins, la distinction géométrique nette entre les 





tachyons droit et gauche suggère très fortement que la valeur |A| = 1/2 pour chacun de ces 
tachyons correspond à un vide dans lequel chaque tachyon s’agrége sous la forme d’une matière 
branaire. 

A premiére vue, nous pourrions opposer a ce raisonnement que la fonction béta du champ 
de tachyon interbranaire constant est possiblement non nulle. En effet, i) l’opérateur de vertex 
eX n’est pas marginal et ii) des termes supplémentaires en Tai devraient y être ajouté à cause 


de la divergence des OPE du type (heir . e-i" X ) . Par conséquent, le modèle sigma corres- 
pondant n’est a priori pas une CFT, de sorte que le fond constant |A| = 1/2 n’est a priori pas 


213 





un vide de la théorie. Toutefois, la formule finale de cette fonction bêta pourrait aussi bien se 
ressommer non-perturbativement en une fonction g(|A|) nulle en |A| = 1/2. L'analyse de la 


relation de ce modèle sigma au modèle Kondo pourrait fournir des réponses. 


Nous conclurons en présentant les similitudes que revêtent les modèles de tachyon du 
secteur interbranaire et les modèles de Kondo bosoniques — et par conséquent aussi super- 
symétriques. Le modèle de Kondo est défini par l’hamiltonien suivant sur le demi-plan 


complexe avec z = x +iy: 


+00 
Hpg == f dr ((8,6)° + (3p) ) + wo (Ster) 4 Se 186009) wa 


oO 





Les matrices S* agissent dans une représentation de spin j/2 de SU(2), avec q = e”®. 
Voir (IV.10) plus loin. Par comparaison, le lagrangien du modèle de tachyon interbranaire 


constant est donné par : 


s= J drdy ((9:6)° + (0,6)°) + f dy (AoTe CN 4 are MOM) AVS) 





ou o* appartiennent à la représentation 1/2 de SU (2) en fait équivalente à une représentation 
1/2 de SU(2),. Nous voyons donc par transformation de Legendre de (IV.9) que la correspon- 
dance est ici donnée par wo = —A* et S* = o*. La relation du modèle de Kondo au modèle de 

















sine-Gordon de bord (BSG) est bien connue — voir par exemple [32]. En l’occurrence, les fonc- 
tions de partition respectives vérifient certaines relations comme nous voyons un peu plus bas 
dans la formule (IV.11). En outre, le modèle Kondo est intégrable à condition que les matrices 





S= appartiennent bien à la représentation j /2 de SU (2), et vérifient l’algèbre : 


Sz 
[ss] EE 











[S S7] = +257 (IV.10) 


qui est effectivement la même que SU(2) le long d’une représentation 1/2. Le modèle a 
deux régimes autour de la limite de Toulouse 6 — 1/42 qui, par comparaison à l’étude du 
tachyon roulant dans le modèle bosonique, est celle à partir de laquelle le couplage aux tachyons 
du secteur o° est effectif. Pour 8 < 1/42 on parle de régime attractif et pour 1 > 8 > 1/V2 de 


régime répulsif. Dans ce dernier régime la fonction de partition sur le disque a des pôles pour 





tout 5 = J (1 + 2n)/(2 + 2n). Dans le premier la fonction de partition est analytique. Pour 
donner un exemple de relation entre les modéles BSG et de Kondo citons la relation montrée 
par Fendley, LeSage et Saleur le long de la représentation de spin 1/2 et pour 8 < 1/V2: 


Z A Ca 
Zya- ge] = D (IV.11) 





avec ici x = 27wo et au moins pour q racine de l’unité, c’est-à-dire 8 = 1/ y/n. La fonction 
de partition de sine-Gordon est connue jusqu’a de larges ordres en perturbation et exactement 
sous la forme [32] : 
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PES Te (T(m; + B(n—i+1))\° 
Zasc(e) =1+) pe II (re een) (IV.12) 





n=1 i=1 
avec la somme faite sur tous les ensembles (tableaux de Young) m = (m1,Mm2,...,Mn) 
pour des entiers m; tels quem, > mg > ... > Mnp. Il existe une méthode itérative pour 





calculer ces sommes ordre par ordre. La fonction de partition du modèle de Kondo dans la 
représentation de spin 1/2 paraît donc calculable, au moins perturbativement, dans le régime 


attractif. En utilisant la BSFT de Witten, nous pensons possible d’exprimer une action effective 








off-shell, sachant que 8. = (1 — r?)A* et toutes les autres fonctions bêta s’annulent, car la 
limite UV n’est plus divergente. La formule habituelle de relation de l’action effective et de la 
fonction de partition off-shell est en théorie bosonique [136] 127] : 


S[T] = (1 + Brôr)Z[T] (IV.13) 


Ici, nous aurions cependant Z[T, r] avec 5 = r identifiée à la distance. Et le long de champ 
constant, l’action S[7’, r] serait simplement identifiée au potentiel effectif, dont nous souhaitions 
obtenir la formule un peu plus haut. Nous devons encore exploiter cette direction d’étude. Mais 
les calculs semblent à portée de main au moins dans le cas bosonique. En outre, par similitude 
du modèle bosonique au modèle brane-antibrane dans le régime attractif, et par comparaison au 
développement quadratique obtenu dans notre étude, nous pourrions probablement conjecturer 


une forme d’action effective du système brane-antibrane séparé. 
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Abstract 


We consider tachyon condensation between a D-brane and an anti-D-brane in superstring 
theory, when they are separated in their common transverse directions. A simple rolling 
tachyon solution, that describes the time evolution of the process, is studied from the point 
of view of boundary conformal field theory. By computing the boundary beta-functions of 
the system, one finds that this theory is conformal, hence corresponds to an exact solution 
of the string theory equations of motion. By contrast, the time-reversal-symmetric rolling 
tachyon is not conformal. These results put constraints on the space-time effective actions 
for the system. 
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1 Introduction 


Annihilation of D-branes of opposite Ramond-Ramond charge is one of the fundamental pro- 
cesses of string theory. Tachyon condensation on brane-antibrane systems has also important 
cosmological applications, either as a tractable model of a time-dependent process in string 
theory, or concretely in D-brane inflation models [1]. It also appears in holographic models 
of QCD, to describe chiral symmetry breaking [2]. 

Whenever the distance between the branes is smaller than the critical value re, the ground 
state in the brane-antibrane open string sectors becomes tachyonic. It has been conjectured 
long ago that the condensation of this complex-valued tachyon leads to the closed string 
vacuum, corresponding to the minimum of the tachyon potential [3], and partially confirmed 
by string field theory computations [4]. 

In the case where the brane and the anti-brane are coincident in their common transverse 
directions, this system has been thoroughly studied using background-independent string 
field theory (BSFT) [5, 6, 7]. In this approach, one considers the two-dimensional worldsheet 
conformal field theory on the disk with marginal and relevant boundary perturbations. It 
allows to compute the exact off-shell tree-level tachyon potential [8, 9]. 

On-shell configurations corresponding to real-time tachyon condensation on unstable D- 
branes are also of interest, especially whenever the boundary conformal field theory (BCFT) 
is known. For unstable D-branes, a first type of solution, known as the full S-brane was found 
by Sen and represents a time-reversal symmetric process [10]. The second type of solution, 
known as the half S-brane [11, 12], represents the more realistic case of a tachyon starting, 
from t + —oo, at the maximum of its potential. It is straightforward to extend these results 
to coincident brane-antibrane pairs. 

Although the gradient of the tachyon field on the rolling tachyon solutions is very large, 
it should make sense to consider a spacetime effective action that describes slowly varying 
perturbations thereof. Remarkably, as was shown by Kutasov and Niarchos [13], it is possible 
to find unambiguously the effective action for the tachyon and its first derivative asking only 
that (i) the rolling tachyon discussed above is a solution to its equations of motion and that 
(ii) the on-shell Lagrangian on this solution is equal to the disk partition function with the 
time-like zero mode unintegrated. Upon a simple field redefinition, it coincides also with the 
”tachyon-DBI” action that was earlier proposed by Garousi [14],! and is able to reproduce 
correctly N-point tachyon amplitudes [17].? 

Surprisingly, not much of this program has been carried out for the system of a D-brane and 
an anti-D-brane at finite distance — letting aside the even more interesting and challenging case 
of brane-antibrane scattering. The brane separation is a modulus at tree-level, even though 
a brane-antibrane potential is generated at one string loop [19]. Hence, we can ask whether 
tachyon condensation at fixed separation is possible. One may expect different spacetime 
physics compared to the coincident case, especially in the limit where the absolute value of 
the tachyon mass is small in string units. 

With cubic string field theory, an approximation of the tachyon potential as a function of 
the fixed brane-antibrane separation r has been computed few years ago using level truncation 
at next-to-leading order in [20]. In BSFT, the framework for studying the T-dual configu- 
ration — a brane-antibrane pair compactified along a worldvolume direction, with a relative 





'RR-couplings were added to this action in [15, 16]. 
A different an interesting approach to tachyon effective actions on brane-antibrane pairs was given in [18]. 


Wilson line — was set in the works [21] and [22]. There, the worldsheet action of the system, 
including the background spacetime gauge fields along with the complex tachyon, was set. 
Unfortunately, the Abelian gauge field T-dual to r was set to zero in order to simplify the 
path integral computation.! 

Finally, the ’half S-brane’ rolling tachyon solution describing condensation at fixed, finite 
distance is not really understood, let alone the effective action of which it should be a solution. 
In [20] this problem was studied using conformal perturbation theory, which is expected to 
be valid, in spacetime terms, for very early times at the onset of tachyon condensation. 
Surprisingly, it was found that the boundary interaction corresponding to the rolling tachyon 
ceases to be marginal for a countable set of values of |r| larger than r./V2. 

In this note, we show that, taking in particular into account the effect of contact terms 
that are dictated by worldsheet supersymmetry, the rolling tachyon boundary interaction 
seems to be exactly marginal for all values of |r| below the critical separation. Study of beta- 
functions for the system illuminates the crucial role of the contact term. The latter is able 
to cancel the power-like short distance singularity that arises at second order in perturbation 
theory for |r| > 1/2. At fourth order, it cancels all but one power-like singularity that is 
present for |r| > 7/4, for which an higher-order contact term is needed. Nevertheless, 
the potentially dangerous logarithmic singularities, that could occur for certain values of |r|, 
vanish by themselves without the help of the contact term. 

We find that the beta-functions of the theory are zero to all orders for |r| < V17/6, while 
for larger values of |r| they vanish at least up to order five in perturbation theory. Thus, 
we expect that the perturbative expansion in the boundary tachyon perturbations does not 
break conformal invariance on the boundary, for any sub-critical separation. 

Unexpectedly, we find that the ’full S-brane’ rolling tachyon is not a boundary conformal 
field theory, for any non-zero separation between the branes. In that case the beta-function for 
the distance-changing boundary operator does not vanish. It implies that the corresponding 
space-time tachyon profile is not a solution of the equations of motion. It seems nevertheless 
that a more general solution than the ‘half S-brane’ exists, for which the tachyon starts from 
and comes back to the tachyon vacuum; its physical meaning is not obvious though, since the 
phase of the complex tachyon cannot stay constant. 

From these results we learn that there should exist a space-time effective action for the 
system, that is valid for any 0 < |r| < re (to be more precise, the effective action for the 
tachyon and distance field should admit a solution where the distance is a constant). Effective 
actions were proposed in the past by Sen [24] and Garousi [25]. However its domain of validity 
is not clear. Indeed, it does not allow as a solution a tachyon condensation at fixed distance, 
even in the regime of small brane separation in string units. 

Imposing the existence of the “half S-brane’ solution at fixed distance fixes the effective 
action up to second order in the tachyon field. In order to get the fully explicit effective action 
around this rolling tachyon at fixed distance without further hypothesis, we can proceed as 
in [13] and try to fix all the coefficients of a generic first-order Lagrangian expressed in power 
series. It fails to give a single answer for two reasons. First, as the full S-brane’ solution seems 
not be allowed, the constraints from the tachyon equations of motion are weaker. Second, we 
would need to compute the disk partition function, to all orders in the tachyon coupling; for 
a generic distance analytical results for the perturbative integrals seem out of reach, from the 





‘Using these results, the spacetime effective action with non-zero gauge field profiles was conjectured in [23] 
as a plausible covariantization, however it was not derived from first principles. 


fourth order. 

This work is organized as follows. In section 2 we give some background on the brane- 
antibrane worldsheet action on the disk, emphasizing the role of the Fermi multiplets that 
realize the Chan-Patton degrees of freedom. In section 3 we discuss the role of contact terms 
in canceling the divergences that arises when tachyon perturbations collide. In section 4 we 
examine the system from the point of view of boundary renormalization group flow, and 
obtain our main results about the marginality of the rolling tachyon profile. Finally in the 
discussion we give the implications of our results for space-time effective actions. Some lengthy 
computations are given in the appendices. 


2 Brane-antibrane worldsheet action 


In this section we discuss in detail the boundary worldsheet action of the brane/antibrane 
system, and set our conventions. 


2.1 Superspace action on the disk 


As a starting point, one considers the worldsheet action for coincident D1-brane and anti-D1- 
brane wrapped around a circle in a compactified direction Y, T-dual to the system of interest. 
We set everywhere in the following a’ = 1. 

The W = (1,1) superspace action on the disk was written in [26, 21, 22], including the 
coupling to background gauge and tachyon fields. In the present context one considers non- 
trivial Wilson Lines along the circle, T-dual to the brane positions x; and x2 along X, the 
T-dual of Y. They naturally appear in the form «) = z1 + z2. 

Setting aside the ’spectator’ dimensions, one considers a pair of N = (1,1) superfields 
on the disk, one time-like (Xo) and the other compactified on a circle (Y), with e.g. Xo = 
Xo4 (Ovo + Oo) + 00 Fo. The superspace coordinates are denoted as 2 = (z, 0,6). 














At the boundary of the disk, the Grassmann coordinates satisfy the boundary condition 
0 = +0. The algebra of the Chan-Patton factors for the brane-antibrane system is con- 
veniently implemented by the canonical quantization of boundary fermions [27], see below. 
These boundary fermions are the bottom components of Fermi superfields of the boundary 
N = 1 superspace. For the brane-antibrane system one needs a complex superfield 




















Po =n OF: (1) 


with D = ({'T)*. 
Then the worldsheet action on the disk!, including the tachyon background as well as 
Wilson lines around the circle, reads: 


E - +) 
Sport(AT,A7) = = q d?2d°0 (—DX°DX° + DYDY) +i A du d9 DAY 


(-) 
-$ onan (1 (roar =TÉT+ _1-T , (2) 
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1Our convention is that any amplitude is computed with e75. 








with the measure d20 = d8 d, the superspace holomorphic derivative D = 0g + 00 and the 
superspace boundary derivative D, = 0g + 004, with the boundary coordinate u on S'.! 
We consider simple rolling tachyon profiles of the form: 





EO At wX? 
= ——€e , 
27 





(3) 


with 0 < w < 1/V3. In order to get a real action, one chooses (At)* = A~. These are actually 
the tachyons that we are expecting to be solutions of the spacetime effective action. It is 
understood in this expression that the superfield X is taken on the (super)boundary of the 
disk. 

The space-time gauge field A) = = = dy being locally pure gauge, its minimal coupling 
to the Fermi superfields can be absorbed by a ’gauge’ transformation.? One has to be careful 
with this transformation if Y-dependent insertions appear in the path-integral; a prescription 
must be chosen (see below). 

















Tt > retim Y, (4) 


After this field redefinition, the boundary Fermi superfields are free, with the propagator on 
the real axis: 


(It (2)P" (ù)) = (2 — ô) = e(z — w) — 20,0,6(z — w), (5) 





with the sign function e(z) = O(z) — O(—z). This implies that A(T +) = 0, i.e. vanishing 
conformal dimension. 
In terms of these new variables the worldsheet action (2) reads: 


1 m z (+) 
Sporr(At, A) = — | d?zd?@ (—DX°DX° + DYDY) +i f dud@~—D,Y 
27 D2 si An 
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where the tachyon fields have now the expression: 





pa A= a) 
T+ = =o . (7) 








Conformal invariance of the action at leading order imposes then : 


Sa 
(2) =} (8) 


This is the standard mass-shell condition of an open string tachyon with U(1) x U(1) Wilson 
lines turned on. 

The world-sheet action that describes a system of separated brane and anti-brane is ob- 
tained from the previous one by a T-duality along y. In the bulk, the superfield Y is traded 








'The boundary current superfield D,Y is defined to be the boundary super-derivative of Y first taken to 
the boundary (where Y has Neumann boundary conditions). 
?This is a slight abuse of language, as this is not a gauge symmetry from the worldsheet perspective. 


for the superfield X that has Dirichlet boundary conditions. Renaming Y as X, the tachyon 
interaction of interest reads 











ra NE gag) 
PS eae JP. (9) 


Action (6) will be our starting point. In the free theory, one has two different boundary 
conditions on the disk boundary, related to the distinct positions of the branes : X = x“ or 
Y = 2). We introduce the notations 


20 = 30 — gê) = 27r 

a) = gh 4 3O = dean, (10) 
where on the first line r is such that w? +r? = 1/2. On the second line, £em is simply the 
center of mass coordinate of the system. 


2.2 Action in components, quantization of the Fermi superfields 


Starting from the action (6), renaming Y as X, and integrating over the fermionic coordinates 
one gets the action: 


1 = 2 iea 
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27 Jp2 si AT 


RAD CR AE ee 
D du (Opp -5 nT -z nY T 
gl 27 27 


-$ du (FF — F+ Tt — F- T7), (11) 
S1 





with: 
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Auxiliary fields F= are then integrated to give: 
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gl 27 2T 
A contact term at the end of the second line shows up, with a UV cutoff e. This term, that 
does not follow from the equations of motion contributes nevertheless to correlation functions 
when 1/2 < |r| < 1/2. Its role will be discussed in section 3.3. 
Finally, as the center-of-mass perturbation completely factorizes and commutes with any 
operators in (13), one can set a+) = 0 without loss of generality. 





Upon quantizing canonically the boundary fermions 7*, one recovers the Chan-Patton 
algebra corresponding to the brane-antibrane system [22]. It leads to the following identifica- 
tions: 


ico 2 
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where now the prescription for the path integral is Z = Tr f DX'Dy'P e ST, which 
includes a path ordering for the operator insertions and a trace over the CP factors. In this 
context the tachyon becomes a boundary changing operator; when inserted on the boundary 
of the disk, it interpolates between the two distinct boundary conditions corresponding to the 
brane and to the anti-brane. 

The worldsheet action on the disk takes finally the form 
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3 Perturbative integrals and contact terms 


In this section we discuss in more detail the contact term, quadratic in the tachyon field, that 
appear in the action (6) after integrating out the auxiliary fields from the Fermi superfields 
T+, and quantizing their fermionic components. As was discussed long ago by Green and 
Seiberg [28] for closed string correlation functions, contact terms, dictated by worldsheet 
supersymmetry, can cancel unphysical divergences in correlation functions. We shall see 
below that it indeed cancels the short-distance singularity when two tachyons perturbations 
collide in the perturbative expansion. 





3.1 Free field correlators 


In order to fix the conventions, we use the following Green functions on the upper half-plane 
HT for a free-field X with Dirichlet boundary conditions, and its T-dual field X: 
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with eg. 212 = 21 — 22 and 2,5 = 21 — Z2. Finally, the two-point function for fermions with 
Dirichlet b.c. read: 
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where ¢ = +1 corresponds to the spin structure. It corresponds to the boundary conditions 





for the supercurrent G(z) — ¢G(Z)|,-z = 0. For the Virasoro superfield G = G + OT, this 
is naturally associated with the superspace boundary (2,0) = (Z,¢0). With Neumann b.c., 
eq. (17c) gets a minus sign on the RHS. 

Finally, the boundary Green function for a superfield X with Neumann boundary condi- 
tions reads: 


(X(21)X(22))52=0,0=c0 = —2nee In 212 = —2Nee In(z12 — 0102) (18) 


while it vanishes with Dirichlet b.c.. 


3.2 Contact term in the worldsheet action 





As has been explicited in section (2.2), upon integrating out the auxiliary fields F* that ap- 
pear in the Fermi multiplets +, one obtains a contact term for the tachyon in the worldsheet 
action. 

The auxiliary field has the two-point function (F'*(u)F~ (v)) = 26(u — v). It is regularized 
at short distances according to: 








(Ft (t)F (s)) = 26(t — s) + 6(|t — s| — €) (19) 


It was shown in [30] that this point-splitting regularization that we use preserves worldsheet 
supersymmetry (unless one consider bulk-boundary correlators for which more care is needed). 

Then the contact term is given by the following non-local interaction on the disk (with 
u = e*, v =e"); 
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By ž xi we denote the boundary normal ordering (see e.g. [29]).! This treatment of the 
contact term may seem a bit ad hoc, however we will find in the next section that the 





‘We added a 1/2 normalization such that to take account for the factor 2 coming from the trace over the 
CP factor, since the contact term is multiplied by the identity matrix. 


term (20) appears naturally when one considers the renormalisation of the worldsheet action, 
justifying a posteriori this presentation. 

We will use in a next section the contact term on the upper half plane. It is similarly 
written as: 
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In order to compute all the counterterms generated from this contact term one will need 
to work with its complete non-local expression, though the dominant term, here the only 
divergent one, in its Taylor expansion (in terms of local operators) is sufficient to compute 
most of them. Indeed, it is found that working directly with the dominant term, a local 
operator, seems to be equivalent to working with the complete non-local contact term. It 
may be explained by the fact that after Taylor expansion of T=(x + €) and commutation of 
the sum and the integral, all other terms in the series of integrated local operators vanish as 
€ goes to zero. One may object that we are forgetting sub-dominant terms, but, as the UV 
cut-off is an artifact signaling our lack of ability to manipulate infinite quantities; it is to be 
understood as being strictly equal to zero, from the very beginning. From this point of view, 
we expect that only the divergent terms in (21) do contribute. Then it should be equivalent to 
use either the dominant (local) term or the complete (non-local) contact term. This statement 
seems to be confirmed numerically in the fourth order computations of section 4. 

As one can see, in the limit ¢ — 0 when one takes the UV cut-off to infinity, the contact 
term vanishes when |r| < 1/2. Therefore, the results of the computations made in [24], 
where the contact term was not taken into account, remain unchanged.! It can be seen also 
by working directly with the M = 1 boundary superspace amplitudes; the contact terms 
contributions from the I~ correlators vanish for |r| < 1/2. 

However, the contact term diverges when |r| > 1/2. This contact term may ensure that 
the amplitudes do not diverge for |r| > 1/2. The divergence associated with the contact term, 
that arises from the fusion of two tachyon vertices, correspond to the unphysical integrated 


vertex operator 
| du / d0 0 xe ou); — ‘| duze oe, (22) 


that is not supersymmetric. Hence, as in [28], one can understand the contact term as 
necessary to preserve worldsheet superconformal invariance on the boundary, when |r| > 1/2. 
In other words, divergences corresponding to integrated operators of the form (22) cannot 
occur for a consistent, hence super-BRST invariant, superstring worldsheet theory. We will 
discuss below higher-order divergences, coming from the fusion of more than two operators, 
for which the analysis is more involved. 








3.3 Boundary one-point function 


In order to illustrate more precisely the role of the contact term, we compute the one-point 
function on the disk for a tachyon boundary vertex operator. This one-point function does 





As a side remark, for the rolling tachyon on a non-BPS D-brane, it was already noticed in [31] that the 
contact terms, that were absent in the original computation of the partition function performed in [32], did 
not contribute to the final result. 


not have to vanish because of the rolling tachyon background, and contains potentially a 
divergence at first order, when the inserted tachyon vertex collides with the integrated tachyon 
coming from the perturbative expansion. We will find that the contact term cancels the two- 
tachyon divergence for all values of r in the range 1/2 < |r| < 1/2. 

At first order in the couplings A*, the one-point function for one of the boundary tachyon 
vertex operators is given by the integrated correlator 
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The integration over tə is not defined for |r| > 1/2, nevertheless the result 




















irX+w a At r rż B 2r? ) TR L_72%0 
Tr (o © Ÿ € Fi Xe) w E (1-47 SPa a Vi a aay T'(1 — 2r?) We dz? e? = 
(24) 


is analytic for any r € [0,1/V2] 

In order to show how the divergence for |r| > 1/2 is canceled, we can compute directly 
this quantity in superspace, using the Fermi multiplets T'S. Letting aside for a moment the 
zero-mode integral over zo, one considers the superspace integral 


Ja (eet )) 


m -2 / 6d. | dtz €(21 — 22) (R Le (&)) 
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Now we introduce a point splitting regularization, asking that |ti — t2| > €. As we wish 
to keep the contact term in the computation, it is natural to include this point splitting in 
the © and 6 distributions that appear in the above integral, as: 





À 





ti — te 


+ 20(t1 — te) 5 


2 sin 





2sin 

















O(|ty = təl = €) = O(ti tə €) t O(t2 ty €) 
ô(|ti — təl a €) = O(ty to €) f Ô(t2 ti €) ; (26) 





In other words, we ’spread’ the contact term at the boundary of the interval |ti — t2| < €. 
Then the contribution to the one point-function becomes: 
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where two first terms in the last line come from the expansion of the following function: 

















1 1+4r? 3 
(1 — 4r°) 2274r? cos - oF, E = 4 À 57 Cos À (28) 
The second term of eq. (27) is the only divergent one if 4r? > 1. It simplifies to 
AF a oP ar") AF ia AT a 
Ea ee 2 gl—4r 2 1—4r 2 1—4r | 29 
27 ( a "T(1— 2r?) m m (a 


Divergences compensate correctly, so that we eventually have at first order: 


ir X uw X0 - r(2— 4r? poe 2,/1_y2%0 
Pa) eee FI et 
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Tr (( & Y7- F ) 


This quantity is UV-finite, but has a IR divergence due to the zero-mode integral. This 
divergence, that appears when z? — oo, simply signals the breakdown of perturbation theory 
in A*. Note that for the homogeneous rolling tachyon on a non-BPS brane, for which the 
all orders computation is doable, summing up the the whole perturbative expansion gives a 
finite zero-mode integral.! 





4 Computation of beta-functions 


In this section, we argue that the theory defined in (6) is exactly conformal, with the rolling 
tachyon profile (9), for any value of |r| below re = 1/V2. This will imply that for the 
spacetime effective action of the brane-antibrane system there exists a “half S-brane’ rolling 
tachyon solution at fixed separation of the equations of motion. This is an important point 
since the effective action proposed in [25] did not admit solution at fixed distance ; in fact, in 
this action, for non-vanishing tachyon the distance field has an attractive potential towards 
the origin. 

Our motivation for looking closely at this issue was in part due to the results of Bagchi 
and Sen [20]. They found that the boundary deformation corresponding to the tachyon (9) 
was only marginal in the range 0 < |r| < re/ v2. For re/ V2 < |r| < re it was found that for 
an infinite but countable set of distances the theory was not conformal. This is puzzling as 
we expect that everything goes smoothly up to the critical separation re. 





‘If we Wick-rotate the theory to an Euclidean target space, for which perturbation theory is well-defined, 
the zero-mode integration gives 6(2w) which is zero for any value of |r| < 1/2. 
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At the end of the day, the basic difference between those two approaches is the contact 
term, however the latter is not responsible for restoring marginality, since it cannot cancel the 
logarithmic divergences that could spoil conformal invariance as we shall see; rather, the actual 
computation of the possible conformal symmetry-violating terms in the path integral gives 
zero thanks to the different contributions that cancel among themselves at a given order. 
Nevertheless, the contact term is able, as expected, to cancel the power-like two-tachyon 
divergences in the perturbative integrals. 

The cleanest way to show that the action (6), with the rolling tachyon perturbation (7) 
is a boundary CFT is to compute the boundary -functions for all the boundary couplings 
involved. On top of the coupling constants A* for the rolling tachyon perturbations, one needs 
to introduce in the computation a perturbation corresponding to the separation-changing 
boundary operator o? @ iô X.! The brane-antibrane separation is classically fixed at some 
value r, but still in the quantum theory one has to check that the corresponding beta-function 
vanishes for any r, in other words that it is not ’sourced’ by terms in A+. On top of this, 
more operators need to be considered in the analysis as |r| increases. 








4.1 Generalities about boundary beta-functions 


In order to compute the beta-functions for their boundary couplings, we follow mostly the 
clear presentation of [33]. 

One considers a conformal field theory on the upper half-plane Ht = {z, Jm z > 0} 
perturbed by boundary operators that can be marginal or relevant. The action of the theory 
is defined to be 


SX”) = Shute + 5 Eux fax Pul) + Set, (31) 
H 


in terms of the renormalized dimensionless couplings {A“} and the anomalous dimensions 
Yu = 1—h,y. The renormalization scale is denoted by £. The last term S stands for 
boundary counterterms whenever they are necessary. The boundary fields ¢, are normalized 


as? 


($7,(00)| u(0)) = 1 (32) 


with ø, the conjugate field to Ons 
At second order in perturbation theory, one encounters the integral (which lies inside a 
correlator with arbitrary other insertions): 


ire) Jar Pari) (x2)O(|r1 — z2| — e)O(L — |x1 — x2|) (33) 
[Lv 


This integral has been regularized by point-splitting with a UV cutoff € , and with and an IR 





'To be exact we will have to add it in superspace as FFF DX 

?The Zamolodchikov correlators are defined as (¢a(00)|¢5(z)) = lim. 27"2 27" (ba(z)go(z0)). 

3In the case of theories with several boundary conditions, one has to trace over the Chan-Patton factors, 
which would be here included inside the fields, e.g. as Tr (pi (o0)| Du (0)) = 1. Considering deformations by 
boundary-changing operators, the CP factors induce selection rules. 

“We will use the convention that operators (with CP factors) are ordered from right to left with increasing 
boundary parameter; this is the opposite convention than in [33]. 
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cutoff L. In order to compute the integral one can use the boundary OPE 


Diy 
£1 — Ly) thy 





ZOZO sg Gplta) to a > aa. (34) 


In this case, (33) is rewritten as: 


D ch (ae fan oplarortay afwo) 65 


HYV 


Minimal substraction scheme 


In this scheme, we aim to isolate the divergences that occur in the integral (33) when two 
perturbations collide. One has to consider separately two cases. The subset of boundary 
fields {ġp} such that y, + Yv — Yp < 0 (which are all relevant), gives a divergent contribution 
to the action (31) of the form (after removing the IR cutoff) 


1 Dh, 





Sa = Env Vo Qu +Y AH AV i dz bp - (36) 


In the minimal substraction scheme, this divergence is canceled by a similar counter term 
Set = —Sq. 

The subset of boundary fields {¢,} such that y,,+y,—yr = 0 gives logarithmic divergences, 
or resonances (cutting the integration at the renormalization scale £): 


= > D7, In(e/£) #8 x / dr @r (37) 
Cr 
This divergent piece is again canceled by an appropriate counterterm Se = —Sg. Now 


equating the bare couplings to the two corresponding contributions from the renormalized 
action (31), one gets the beta-function at second order 


du ý 
pty e D, DENA (38) 


H w|yutyv=yp 


So non-linear contributions at quadratic order occur only in the cases of resonances, if they 
exist.! One can show that, in the minimal substraction scheme, this property holds to all 
orders in perturbation theory. 

Note that there is a sign difference between the above result and what appears in [33]. 
This comes from their convention of using e° instead of e7’ as we did. One could obtain the 
same definition by simply changing the sign of the couplings. 


Wilsonian scheme 


In this scheme, we equate the renormalization scale £ with the UV scale €, viewed as a 
fundamental high-energy scale. We demand that the renormalized theory does not depend 





‘Notice that, if the boundary perturbations in (33) are superficially marginal, the resonances correspond 
to the appearance of a marginal operator in the boundary OPE. 
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on the UV cutoff scale, i.e. that sôLe ot = 0. Then the renormalized boundary couplings 
depend on the UV scale € (as the regularized perturbative integrals do). At second order, the 
corresponding beta-functions read: 


BY = Oe bp = yp? — D DE, (39) 


Br 


In contrast with the minimal substraction scheme, eq. (38), there is no restriction to ’resonant’ 
boundary couplings in the sum giving the quadratic term of the beta-function (39).1 

We will see below that both schemes are useful in the study of the rolling tachyon pertur- 
bations, when it comes to understand the role of the contact terms. 


4.2 Beta-functions for the brane-antibrane system at second order 


Coming back to the brane-antibrane system, we consider the following worldsheet action on 
the upper half-plane, as a function of the boundary couplings. So now we take the boundary 
variable to be u € R. For convenience, we rescale the coupling according to A+ — 27A*~. 


S= Sun — | de(àto @ pteimXtwx? 1 y o Qy e pea i @ D, À) (40) 




















We omitted for the moment the contact term, which will enter later on in the discussion. 


Distance coupling 


Let us start by discussing the beta-function for the distance perturbation. According to the 
general discussion above, one has 








r r — r ôr 
(Die D7,)A At D,+ 2 


Br = (1 — hr) NPS De De (41) 


where the ellipsis here stands for higher order terms. The first term on the RHS vanishes 
because the conformal dimension of the distance perturbation is one. All the second order, 
all the structure constants for the three boundary operators under study appear, since, being 
all of conformal dimension one, they lead potentially to resonances. 

Without much work, we have that D4- = 0. The fusion of the tachyon vertex operators 
T+ will never produce the current 0,X, as t he e’*° factors just add up. The structure 
constants D}. also have to vanish, since the fusion of TS with the boundary current io OX 
comes with the Chan-Patton factor oto? = +o* hence not o. However, this product 
participates to the beta-function of TS as we will see. 

At higher orders in perturbation theory, we would find a similar behavior. Namely, the 
fusion of any number tachyon vertices cannot produce the distance-changing operator, hence 
the beta-function for ôr does not get tachyon ’source terms’ (which would be proportional 
to (ATA~)” at order 2n). In other words, the distance coupling does not run in the rolling 
tachyon background (9). 

We can also be less specific and consider, instead of (9), a more general tachyon profile of 
the form: 
































+ l Link $ 
i= ae ma (à eX yet oo) : (42) 























1The linear term, as well as the resonant quadratic terms, that are common to both schemes, can be shown 
to be ’universal’, i.e. independent of the scheme chosen for the computations. 
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the hermiticity of the action imposing that A7 = At and ¿£7 = £t. 
The conclusion can be different, as the structure constants D} + do not have to vanish by 
similar arguments. To this end, we use the 0-picture tachyons OPE: 





























| 1 + 0% OX 
a'o @ To (2) Tq) (w) = x © (+9 2%... 
| 1 f= g? A Ox 
M o” @ To) (2) To) (w) =se (..-9 24 +...) (43) 


where we only highlighted the interesting term. It is not difficult then to obtain the second- 
order beta-function for the distance coupling : 


ATE + AT ET 
An? ES. 


Br = 





= Re (atë) r (44) 


The beta-function (44) is scheme-independent, as the divergence is logarithmic. If one intro- 
duces a real parameter u, the most general solution of this equation is then: 

















PS as etirk ( + ip a) , HER (45) 
27 

Notice that, so far, the marginality of this solution has been checked only at second order. The 

fourth order (and higher) beta-functions would be non-trivial to compute, and marginality at 

this order is a priori not obvious. 

In any case, the physical meaning of the general solution (45) is not clear. If, for instance, 
one chooses AT real (which is always possible by a shift of X ), it corresponds to a case where 
the real part of the tachyon condenses, while the imaginary part evolves in the opposite 
direction. There is no clear reason why the phase of the tachyon condensate has to change 
by 2/2 during its evolution, as the constraints on the solution (45) suggests. By symmetry 
arguments, the tachyon potential of the effective action should depend only on its square 
modulus. i.e. of 


+ ns 
|Z (x®)|? = na CE a na oo) (46) 


which, for non-zero y, goes through a minimal value |T|? = wr A at finite time. 
If we consider instead the time-reversal-symmetric tachyon profile (’full S-brane’) as in 


the case of the non-BPS brane: 

















T= = A tox cosh wXo , (47) 
20 

the beta-function (44) indicates a RG running of the distance coupling, unless r = 0. This 

result has far-reaching consequences. Unlike the case of coincident brane-antibrane or of a 

non-BPS brane, the effective action of the brane-antibrane system at finite distance should 

be such that, while the ‘half S-brane’ rolling tachyon is allowed as a solution of its equations 

of motion, the ‘full S-brane’ should not. 
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Tachyon couplings at quadratic order 





We now compute the beta-functions for the tachyon couplings A* at order A*A- for the ‘half 
S-brane’ profile.! 
The boundary OPEs to consider at quadratic order are the distance-tachyon OPE 
































—io? Q OyX (x1) ot Q pt erXotirX (yo) ~ —— +o*) © (Lr)pterXotirX (yo) +... (48) 
1 — 42 








and the tachyon-tachyon OPE 


ot Q ipte XotirX (jt o7 @ top ee X0 À (gy) 





Ps al 2 Ja Ar?) (x1 Sat er (est ae (49) 


both for xı > x2. The ellipsis stands for less singular terms. 


Beta-function for |r| < 1/2. Whenever |r| < 1/2 the OPE (49) does not lead to sin- 
gularities when integrated. Hence, in the minimal substraction scheme, no corresponding 
counterterm is needed. This reflects the fact that the contact term is zero in this range.? 
This extends to all orders in perturbation theory. 

The case of the OPE (48) is different, as it leads to a logarithmic divergence for any r Æ 0. 
From (38) the relevant B-functions are of the form? : 















































Be = (1—hy)A* + (DE, + D DTA ! 
(50) 
We get at second order that 
be= G Sp — w? — 2rôr) AF. (51) 


this is valid in any scheme, as only universal quantities appear. If one keeps the distance 
perturbation to zero (ôr = 0) then the rolling tachyon background is marginal at second 
order provided that the on-shell condition w? + r? = 1 /2, as expected. 
Otherwise, the marginality of the perturbation is restored, at this order, if we use instead 
the on-shell condition 
w? + (r+ dr)? = 1/2 (52) 


This is compatible with the interpretation of the boundary perturbation o3 @ iô X, that 
changes the relative position of the D-brane and the anti D-brane. It is T-dual to the relative 





‘Let us remark in passing that, by shifting the zero-mode of the time-like field Xo — Xo + a, there is a 
common rescaling of the couplings A* — A*e*°. This is a common feature of Liouville-like theories. For this 











reason, the perturbative expansion in A* does strictly make sense only in the Euclidean theory obtained by 
Xo > iX%. 

?In the Wilsonian scheme the contact term is an irrelevant operator in this range. 

3The sign is opposite here since the sign in front of the tachyon perturbation in (40) is opposite. 
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Wilson line that appears in the action (2).! One checks that the normalization of this coupling 
in (2) is compatible, through T-duality, with relation (52). This analysis shows that, at least 
at this order, the rolling tachyon perturbations T* ’adjust themselves’ to a change of brane- 
antibrane separation in order to stay marginal. 





Beta-functions for 1/2 < |r| < re and contact term 


When 1/2 < |r| < re the situation is different. The operator exp 2wXo (that appears also 
in the contact term) becomes relevant, hence should be considered in the discussion. As 
stated earlier, this operator in unphysical from the superstring theory point of view (at zero 
superghost number). 

The corresponding boundary coupling is denoted by we. The tachyon-tachyon OPE (49) 
gives a singular perturbative integral at second order: 


PES mÝ on 1/2 
Jan fo dary terror X (ay jeryr E A? ett? fda 268% (1), (63) 
xı—L 


after removing the IR cutoff (L — oo limit). 
In the minimal substraction scheme, the following local counterterm is needed at this 
order to cancel the divergence: 


Sa = AtA ee I dete" (g). (54) 


Naturally, it agrees precisely with the expression of the contact term in the action (15). Since 
this divergence is power-like, it does not add any non-linear term in the minimal scheme 
beta-function MS for the coupling ue. Hence, the latter can be consistently set to zero in the 
renormalized theory at this order. 

For the distance |r| = 1/2, amplitudes are finite without the counterterm, so it is not 
strictly needed?, but it contributes nevertheless finitely to the amplitudes. 

In the Wilsonian scheme, the beta-function reads, at second order: 


BS = (1 — 4r?)pe — (1 — 4r?) ATAT (55) 


One sees here an interesting phenomenon. The operator exp 2wXo is relevant at linear order, 
but the RG flow gives an IR fixed point for this coupling at quadratic order, for pe = AtA. 

Comparing the outcomes of both schemes, one gets the same results but the interpretation 
is different. In the minimal substraction scheme the contact term appears as a counterterm, 
but the corresponding renormalized coupling is consistently set to zero. On the contrary, in 
the Wilsonian scheme, the RG flow has a fixed point with non-zero renormalized coupling ue. 
Both points of view are ’non-supersymmetric’, as in the superspace formulation this term is 
present from the beginning and removes the divergence under discussion. 





'To be more correct, as auxiliary fields from the Fermi superfield couples to this perturbation, some 
ti dr rA*wWre irX+wX° Correction should be included. We verify that it doesn’t modify the 6-function at 
quadratic order. Moreover, this term shows up naturally if we work directly with the superspace distance 
perturbation iôr LT D,X. 

?But partition function appears to be discontinuous at |r| = 1/2 without its contribution. 
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4.3  Marginality beyond quadratic order 


Part of the quadratic order results generalizes immediately to higher orders. Indeed only 
the fusion of distance perturbations with, say, T* can produce TT itself (since the fusion 
of n tachyons goes as e™*°, as far as the Xo dependence is concerned). Hence, if we set 
ôr = 0 from the very beginning, we expect that the beta-functions B+ vanish to all orders 
in perturbation theory. With the same reasoning, the operator exp(2wX0) that we had to 
consider for |r| > 1/2 cannot receive higher-order contributions to its beta-function. 

However, study of the marginality at higher orders is quite messy when |r| is getting closer 
to the critical distance, as the fusion of tachyon vertex operators produces more and more 
relevant boundary operators. For a given value of r, these operators, of the form e?”*° with 
n € Z4, become (superficially) relevant if n < (2 — 4r?)-1/ 2, and are of dimension one when 
they saturate this bound. These resonances occur all for 1/2 < |r| < 1/V2; this range was 
excluded by Bagchi and Sen in their analysis [20] for this precise reason. 

A given operator e2"#%X0 appears first at order 2n in the perturbative expansion in the 
tachyon perturbations, hence the beta-function B, for its coupling An is of the form: 





Bn = (1 — 4n?) An + O (FAT) (56) 


It is easier then to work in the minimal substraction scheme, where one just has to worry 
about logarithmic divergences, i.e. resonances. As we emphasized above, if the fusion of 
(superficially) marginal operators produces a (superficially) marginal operator, it generates a 
source term in the corresponding minimal scheme beta-function. It is nevertheless interesting 
to consider whether power-like divergences are also present. 

At second order the potentially marginal operator is nothing but the contact term itself, 
eX0 for the distance |r| = 1/2. Fortunately, thanks to its fermionic part the OPE (49) 
vanishes, hence there is no logarithmic divergence to cancel. 


Marginality for /7/4 < |r| < V17/6 


The next possible resonance occurs when the operator eX’ becomes of dimension one, i.e. 
for w = 1/4 (equivalently, |r| = 7/4). The potential logarithmic divergence would occur 
at fourth order in perturbation theory. In order to investigate this issue we compute below 
all the possible divergent terms that occur at order (A*+A7~)? from the perturbative integrals, 
that involve both the tachyon and contact term vertex operators. In the computations of 
this subsection, we use the full non-local contact term (21), as even the sub-leading terms 
contribute a priori to the divergences. 

The first contribution comes from two contact term insertions (symbolically CC). Using 
the notations a = 4w? and Tt = e+" X+twXo it reads 














1 0 e2a—2 x1 —2€ 
CC = ( ) — fan | day (TT (ar +e)T (a1)t HIT (a1 + €)T*(a1)t) 
0 1 4 xı—L+e 


x (TT (vg + E€)T7 (x2) +T (x2 +€)T*(x2)t) (57) 
The contact term being multiplied by the Chan-Patton identity matrix. The short-distance 


regularization chosen here prevents any operator to approach another one at less that £, before 
integration of the auxiliary fields. The most natural IR cutoff prescription is to constraint two 
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ordered operators not to move away from each other by more that L, also before integration 
of auxiliary fields. One gets then 


2—2a 1-2a 
com (5 2 )(aar (2) -(2 
0 1 2a+1 \e E 


5 — 6a — (2a — 1)274*? oF (1 — a, —a — 4; —a + 4; }) (7) 











4(2a + 1)(2a — 1) 
x piel J day te“ Mir). (58) 


The second contribution, from two tachyons and a contact term, is more involved as one 
has to integrate over two operator positions, leading to various type of singularities. One has 
to be careful with path ordering of the contact term with the tachyon; we have to distinguish 
three contributions, symbolically noted CTT, TCT and TTC. One finds that the contributions 
of CTT and TTC are equal, but TCT is different. We have to sum these three contributions 
together. Using the notation C(x) = 4T+(x + e)T7 (x) + ¿T7 (x +E)T*(x)t, one has: 


CTT +TCT +TTC = 


1 0 gent LITE T2—E 
i ( 0 0 ) 2 fan | dea f dx3%C(a1)tiv'T* (ao)ttw TT (a3)t 
xı—L+e L 





T©T2— 


xzı—2e T2—E 
+ Jan f da f das zt Tt (ai) C(mo)t id T (x3)k 


i-L 2—L+e 


T1 —E€ æo—2€ 
+ Jan f da f desiw (at Ta) (59) 
xı—L x 


2—L 
Here, the whole computation is multiplied by the upper part of the identity matrix, since 
Tt and T” are themselves multiplied by of and o~ respectively. One should also take into 
account the permutated version of (59) which has ordering T~T* instead of T*T~. From 
symmetry of the OPE’s under this permutation, it contributes the same result but multiplied 


by the lower part of the identity matrix. Thus, the computation of the divergent terms gives 
the result, see appendix A: 





0 1 


2(a—1) (L aay aF (-a,a+1,a+2,-1) 2F1(-a,a-—1l,a,—1) 
+ Sk. = 
3a E a+1 a— 1 


F1 (2 +1,a+2,-—1 ioe 
_ 2 1 ( 2 % ) V(a) (=) | rt f deste *oz(21) (60) 


CTT + TCT + TTC = ( pe ) 
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The coefficient V(a) is given by (we did not find a closed form for it): 








fee DD Tr(a) 2Fı(n—a,1 +n — 2a;2 +n — 2a; —1) 
T(a—n)l(1+n)(3a—s—n) 1+n-— 2a 























n=0 s=0 
_ 2Fi(s—a,1+s8—2a;2+8—2a;—-1) oFifn—a,s+n-1—2a;s+n—2a;-—1) 
1 +s-— 2a S+n—1—2a 
_ 2Fı(s—a,n+s-—1-—2a;n+s-— 2a; -—1) 
i n+s—1—2a 
staat) D Tr(a) (a — 1) 2F1(1 p — 3a,n + p + 1 — 3a, —1) 
T(a—n)l(1+n)l(a—1-p}l(1+p) 3a—n—p 


n,p=0 
| 


 2F12 +P a,n+p+1—-2a,n+p+2-— 2a,-1) 
n + p + 1—2a 


ns T'(a—1) 
02 2 T(a 1 p)r (1 p) (3a s—t p) 


2F1(2+p—-a,s+p+1—2a,s+p+2—2a,—1) (61) 
8 + p + 1 — 2a 























Finally, one has to consider the contribution from four tachyon insertions in the path inte- 
gral (TTTT). The method of computation of the multiple integral is explained in appendix B. 


After a lengthy computation one gets! 


TTTT = 
1 0 f TX] —E TIE L3- E 
dey f de f dz3 
( 0 1 ) x —L xæo—L z3—L 
1 0 D oN 
0 1 Ja EI Ve © a \e 


_ 2(a—1) H (= a,a+1,a+2,—1)  2Fı(—a,a -— 1,a,—1) 
E 


* 


draip TT (a) T (x2) TT (z3)tiY T (x4): 











3a a +1 a— l1 


2Fı (2 —a,a + 1,a + 2, —1) 
| a+1 














1The term with ordering T~T+T~T* contributes the same result thus the total computation is directly 


multiplied by the identity matrix as in (60). 
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—4a 
«© —1 (a—1) 2F1ı (1 — 2a,a — 1,a,—1) | 2Fi (1 — 2a,2 — 3a,3 — 3a, —1) 
= l—4a a—1 2 — 3a 
7 2Fı (—a,a — 1,a,—1) F; (—a,1-— 2a,2 — 2a, —1) 
a—1 1 — 2a 
SE (2-—a,a+1,a+2,-1) 2F1(2—a,1—2a,2— 2a,—1) 
a +1 1 — 2a 
Fy (1 — 1 —1 Fy (1 1 — 2a,2 — 2 1 
(2(a 1)? 1) 2 1 ( a,a, +a, ) i 2 1 ( a, a, a, ) 
a 1 — 2a 
& 2Fy (1 = 2a, a,a+ 1, —1) i 2F1 (1 2a, 1 3a, 2 3a, 1) 
a 1 — 3a 


+ U(a) (2) 7) her [am re Xoï{1) (62) 


with U(a) a numerical coefficient which is not singular at a = 1/4. 


As in the previous computation, the coefficient U(a) is known only as a series expansion 


















































U(a) (a 1)? f'oPil = 2a,a = 1; a; 1) _ 2F1(1 — 2a, —3a; 1 — 3a; —1) 
4a — 1 a—1 | 3a 
x 2Fı(—a,1 — 2a; 2 — 2a; —1)  2Fı(—a,a — 1; a; —1) 
1 — 2a | a—1 
_ 2Fı(2—a,1-— 2a; 2 — 2a;—1) 2Fı(2—a,a+1;a+2;—1) 
1 — 2a | a+1 
(2-1)? — 1) /2Fı(1 — 2a,1 — 3a; 2 — 3a;—1) | 2Fı(1 — 2a,a;a + 1;—1) 
i 4a—1 3a— 1 | a 
ý 2Fı(1 — a,1 — 2a; 2 — 2a; —1)  2Fı(1—a,a;a + 1;—1) 
1 — 2a i a 
- T(a +1) 
— 1)? 
T 22 + 1)P'(a-—n+1)(a+n— 1)(3a — n) 
2Fi(n — a,-2a+n+1;-2a+n+ 2; —1) 2Fi(n — a, —2a +n — 1;n — 2a; —1) 
—2a+n+1 i 


; co T(a—1) 


2F1(—-a+n+2,-2a+n+1l;-2a+n+2;-1) 
—2a+n+1 








3 
B 


























_ 2Fı(—a +n +2, —2a +n +3;—2a +n + 4; —1) 
i —2a+n+3 
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2Fı(—a +n + 1,—2a +n + 1; —2a +n + 2; —1) 
—2a+n+1 





(63) 


The last three sums are rapidly converging, thus U (a) is known with good accuracy, for any 
value of a < 1/4 (or w < 1/4). 

Let us now investigate the possible logarithmic divergences, that can only occur from the 
TTTT integral. Since we have that 
(£) 1—4a 


E 


— 1 a—1/4 L 
> l 64 
1 — da oe pi (64) 





only the last but one term in (62) could lead to a logarithmic divergence at w = 1/4. It turns 
out that, in this limit, the coefficient of this term vanishes exactly. Looking more closely at 
this computation, one sees that each multiple integral that one gets from the three different 
fermionic contractions — see eq. (109) — has a logarithmic term as expected, however the sum 
of them precisely cancels. Hence, the same occurs as at order two; the coefficient in front of 
the potentially resonant term in the beta-function vanishes.! 

In order to check whether power-like divergences remain at fourth order, one has to resum 
the three contributions obtained above. The full contribution at order ((ATA7)*) is given by 
CC+CTT+TCT+TTC+TTTT. Comparing (57), (59) and (62), one sees that the coef- 
ficients in front of all divergent terms vanish exactly for any value of w > 1/4. Hence, in this 
range, if one includes the two-tachyon contact term dictated by worldsheet supersymmetry, 
perturbative expansion is finite.? 

As said before we were not able to compute the coefficient associated to the term of order 
e!-4@, which becomes divergent for w < 1/4 in a closed form. Using a numerical evaluation, 
we find that the sum of the contributions gives a non-zero coefficient for any w < 1/4. Hence, 
a power-like divergence remains in this range. By dimensional counting, this uncanceled 
divergence corresponds to four tachyon operators coming close together at the same point. 
It is not unexpected that this divergence is not canceled by the contact term, as the latter 
corresponds to a two-tachyon collision. Since this remaining divergence is non-logarithmic, 
it does not mean that the boundary theory is not conformal, but rather that it should be 
renormalized at quartic order. It should be possible to cancel this divergence with higher- 
order contact-term. They may correspond to additional non-linear terms in the superspace 
action (6) (a four-auxiliary field vertex is needed then). 








'This is confirmed by a direct evaluation of the TTTT integral at w = 1/4 (with MATHEMATICA) which 
gives 


1 0 ame ae Le + Xo/4+irX — Xo/4—irX 
TTTT = ( oa Jafar f dea f dus f dag 1p teX0/44°X (pa ry eXo/4-PWX (po) x 
Be x 3 


2—L 


z3—L 
x M OT (t)i D NS (x4)? 


ONE PORC 


with a © 1.24... Logarithmic divergences are again found to vanish. 
?Not considering into account possible operator renormalization if there are operator insertions in the path 
integral. 
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As mentioned in section 3.2, we also obtained an unexpected result. If we assume that 
the computations of CTT and CC type terms could be equivalently done with the use of the 
simple dominant term e%-le2X° in (21), then we get the following contribution 


2—2a 1-2a 
CC+CTT +TCT +TTC = aa : = be Z 
0 1 1+2a \e ate 


2(a—1) fL Jess 2F1(-a,a+1,a+2,—-1) 2F1(—-a,a—1,a,-1) 
+ SS ==} 
3a E a+1 a—1 























F: (2—-a,a+1,a +2, n) 











€ 3a i 


7 L 1—4a ot —1 2F1(2 a, 1 2a; 2 2a; 1) 2F( a, 1 2a; 2 2a; 1) 
z 1 — 2a Lee 








2a +1 


2Fı(—a, —1 — 2a; —2a; —1) \ 1 
T 
1+ 2a 





) rit dege X0:{x1) (65) 


One recognizes the coefficients of the three first divergences; these are precisely the ones 
appearing in the sum of (57) and (59). Moreover, numerical comparison of the (ae 
coefficients gives almost identical results; the tiny difference could reasonably originates from 
the approximated evaluation of the infinite sums. This seems to show the equivalence of the 
two computations — (65) being of course significantly easier to perform — and then of the two 
(local and non-local) expressions of the contact term. 


Marginality to all orders 


Computations become intractable for the next resonance, which occurs for w = 1/6 (or 
equivalently |r| = 17/6), as we have to consider sixth order perturbation theory, with 
contributions from both counterterms found so far. However we assume that the same occurs; 
the coefficient in front of the logarithmic six-tachyon divergence should vanish as well. 

To summarize, we have found that, to all orders in perturbation theory, the theory defined 
by the boundary action (15) is a boundary conformal field theory when |r| < V17/6. In the 
range 17/6 < |r| < 1/V2, the theory is conformal at least up to order five. We naturally 
expect that the theory is conformal to all orders in this range as well. 

As a side remark, the theory defined by the limit r — r7 seems not well-defined. In this 
case, all the operators e?””*° are relevant, and by doing the perturbative expansion in the 
tachyon couplings we would need an infinite number of counter-terms. By contrast, the theory 
defined directly at r = re = 1/2 seems fine. The boundary interaction (with Tt ~ e+#*/v2) 
is similar to a boundary sine-Gordon theory, with additional CP factors. Other puzzling 
features of the r — r> limit will be discussed in the next section. 














5 Discussion 


We argued in this work that, for all values of the brane-anti-brane distance below the crit- 
ical value re, the homogeneous rolling tachyon solution with a fixed separation is an exact 
boundary conformal field theory. Thus, a spacetime effective action that is valid around this 
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particular solution should have such tachyon profile as a solution of its equations of mo- 
tion. An effective action for the brane-anti-brane system was proposed by Garousi [25]. In a 
different parameterization of the tachyon field,!, it reads: 





2 
cosh \/7|T"| 


One checks readily that, with 7 = 0, 6,£, 4 0 for any non-zero separation. Hence, this 
Lagrangian cannot admit solutions with constant brane-antibrane separation. This is not 
to be unexpected, since it was obtained by a fermion number orbifold of the non-Abelian 
tachyon-DBI action for a pair of coincident non-BPS D-branes. Therefore it could only be 
valid for an infinitesimal brane separation. Since 6,£, is linear in r, it seems not even to be 
valid in this limit. 

In order to find the space-time effective action from first principles, we could proceed 
as in [13]. In this approach, one considers a generic spacetime Lagrangian of the D0-DO 
system, depending on the tachyon field 7, its first derivative, the distance field r and its first 
derivative.” Since, as we argued before, rolling tachyon solutions at constant separation exist, 
the effective Lagrangian describing nearby field configurations should satisfy the condition 


£,(T,T,r,0) = V1 + 42? |TP TP — 252 (66) 





OLIT FT) 
ISASA =0 67 
or *=0,7=wr en) 
where w? = à — r?, as well as the equation of motion for the tachyon with a profile of the 


form T = Lexpwt. 
Solving these equations at quadratic order in the tachyon field, one obtains a unique result, 
if we ask that for r = 0 one should recover the known Lagrangian for the coincident case: 


L(r,7,r,0) = -24 Vi (5 = ) eee (68) 





2 1-2r? 


Unlike in the case of the non-BPS brane considered by Kutasov and Niarchos in [13], we 
did not impose above that the more generic profile r = Ce“! +£e~“* (with arbitrary coefficients 
¢ and €) is a solution, since it does not correspond to an exactly marginal deformation on 
the worldsheet as long as r # 0. A straightforward generalisation of the effective Lagrangian 
found by these authors exists for r Æ Obut should not be considered since, by construction, 
it allows the time-reversal-symmetric tachyon profile T ~ cosh wt as a solution. 

Imposing only the ’half S-brane’ as a solution leads to an underconstrained (finite) system 
of equations and not to a single recurrence relation as in [13]. However, below eq. (44) we 
have shown that a solution of this form is marginal at second order, provided € = ip¢ with 
u real. Besides the necessity to prove its conformal invariance at all order (by going through 
an even more tedious analysis as we have done for the ‘half S-brane’ solution), it would again 
lead to an underconstrained system. Indeed, this tachyon satisfies the identity |+|? = w? |r|”. 
One can show that, as a consequence, the relation between the coefficients in the Lagrangian 
does not organize into a single recurrence relation, but rather separates into a system of 





This field redefinition was discussed in [13] for the r = 0 case. 

?We assume that, by the symmetries of the problem, only even powers of the fields and their derivative 
appear, i.e one has L(|t|?, |t|, r°, 77). Without loss of generality, as the phase of the tachyon for the "half 
S-brane’ solution under study is constant, we take 7(t) real. 
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independent equations which is underconstrained. Thus it does not lead to a unique effective 
Lagrangian at higher orders in the tachyon couplings.’ 

The worldsheet theory contains more information about the tachyon effective action, be- 
sides imposing that the rolling tachyon background of interest should be a solution of its 
equations of motion. Following [13, 17], we expect to get the effective Lagrangian evalu- 
ated on-shell to be given by the disk partition function, with the time-like zero modes kept 
unintegrated: 


Ble oa (zo) = -Z (r|zo)|aisx (69) 


With this equation one can test whether any proposal for the effective Lagrangian of the 
system is sensible. At second order, one can compare the spacetime Lagrangian, given by 
eq. (68), with the partition function given in appendix C: 


r(2— 4r?) 


Z(r|zo) = 2 — T122) 


AAC er + Of (ATX )?) (70) 
In order to match these two computations, we see that a distance-dependent field redefinition 
of the tachyon field is necessary: 


TN go 
Le (Gora = a) We Vie 


As one can see, with this definition, the spacetime tachyon vanishes at the critical distance 
r = 1/V2, for any finite value of the worldsheet coupling AT. It could be the way string theory 
deals with the fact that, when r > re, the tachyon becomes a light field, and we could wonder 
how a local action along the brane worldvolume dimensions — that is a priori well-defined as 
the tachyon is lighter than all string modes — would make sense, since the separation between 
the brane and the antibrane is significant in this regime. 

The validity of the field redefinition (71) should be tested beyond quadratic order.? For 
this one would have first to compute analytically the perturbative ‘screening integrals’ at 
higher order which does not seem trivial. For the special value of the distance r = 1/2 the 
computation, up to order eight in the tachyon amplitude, is given in appendix C: 


At AT e220 TN [ATAT evr \ ? 128\ (At AT e#0\ 3 
3170) = 
Zlato) h: 27 (1 =) ( 27 ) (1 =) ( 27 ) 
2 4 +) wro \ 4 +y- wro\ 5 
ee ca a T ATATe LO ÀATA e (72) 
108 16272 2 70 2T 27 


This does not seem to trace back to the Taylor expansion of a known function. 

Since the space-time effective action approach seems to have important limitations for 
branes-antibranes at finite separation, the boundary string field theory may be more ap- 
propriate in order to know the properties of the system. Even though it does not contain 


information about the dynamics of the system, it allows to find the exact tachyon potential 
(as well as the appearance of lower-dimensional branes), hence can illuminate the fate of the 

















INote on the other hand that (68) is still valid with (47) under the replacement +? > |r|? and 7? > |7/?. 
?One can check already that plugging this redefinition in Garousi’s Lagrangian (66) does not lead to a 
consistent effective Lagrangian. 
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tachyon. These computations seem not to be out of reach. We plan to come back to these 
issues in the near future. 

A heuristic argument gives a good motivation for this study. Following [36, 37], one 
could describe the result of this condensation by studying the closed string emission from the 
time-dependent boundary state. It was found in [36] that, knowing the one-point function on 
the disk B(E) = (e’“*°), one can compute the density of closed string states emitted by the 
decay of a non-BPS brane which goes as 


aoe 2 z PM)IB(En)} (73) 


where the asymptotic Hagedorn density of closed string states at level N has the form D(N) ~ 
N2 exp(4r VN), with a > 0, and Ey ~ 2VN. The one-point function for an unstable non- 
BPS D-brane goes as |B(E)|? ~ exp(—27E). Therefore, in this case, the sum is governed by 
the sub-leading power-like corrections to the Hagedorn density and typically diverge, giving 
the so-called ’tachyon dust’ of massive closed strings. In the case of non-zero separation, by 
dimensional analysis we may expect that |B(E)| ~ exp(—V27E/|mtacn(r)|). This would lead 
to a convergent closed string production when |mtacn| < 1/V2 (i.e. for r Z 0), signaling that 
the tachyon does not condense completely at finite distance. 
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A Computation of the divergences in CTT-type terms 


We give below one example of computation of the divergence occuring in an integral involving 
one contact operator insertion. We study here the CTT term. With a bit of care, one can 
compute them exactly. With the expression of C given in (21), the CTT term is 





eal L1—E T2—E 
— Jan | de f ds 4C (£1) Tt (m2): TT (23)3 
2 xı—L+e zo—L 








xz2o—L 


ea T1 —E T2—E = = = 
= (a-1) 5 fan | dea f dzs | (v1—ax2+e)(x1—a23+e)* (aim) 1 (a1 —23)(x2—23)* 2 
xı—L+e 


+ (£1 — z3 + €) las — £3 + €)(x1 — £2)(£1 — 3) (£2 — +) 


(74) 


with a = 4w?. Note that the IR cut-off is chosen such that two ordered operator do not move 
away from each other more that L. Then, since C(x) ~ T*(a+e)T* (x) the cut-off for x2 in 
relation to x; is L — £. One can get read of the path ordering with the following change of 
variable : 








T2 = — Lô + ZX] 
T3 = — Lb, + T2 (75) 
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such that it gives, introducing n = €/L: 
e971 1—n 1 
(a — pies | as f dô2 | (61 + n) (ói + 82 +n)? 1697" (51 + 59) 58-7 
n n 


+ (61 + 7) "(61 + 62 + n)ô (ó + star?) Ja ual (x1) 
(76) 


The integral over 6;’s can be done with the use of the series representation of (1 + ss)" 
since 01 + d2 > N, and (1+ 5 2) since 6; > 7. These are given by: 


(l+a) x 
ee = ea En 





with xl <1 (77) 


Convergence of the series all along the domain of integration allows us to commute integral 
and sum sign!, such that one has: 





(a— 1) ae TEA oor 


s=0 n=0 


1=7 1 
je dô, | dô2 (ares an + sg sara aq ce) ds 
1 n 


As one can see, the two integral to compute are symmetric by permutation of s and n. We 
then only focus on the first one. There are two ways to proceed now. Integrate directly and 
exactly since it is possible, or use an indirect method that reintroduce some path ordering. 
We use the second and apparently more complicated method, because it is needed to compute 
TTTT integrals. Indeed, one will see that hypergeometric functions will receive argument z 
which has absolute value less than 1, much more easier to handle for approximations, since 





It is true at least a fortiori from the convergence of the integrals and the series of the integrals. Note 
besides that we do not integrate over any pole. 
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the series representation is known exactly. We separate the first integral of (78) into: 
1—n O41 ô 1—7 1 ô 
f as f dé 8205897? (1 + T +f a f dz O E En 
n n 1 n 51 


02 
1-n a—1 
=f dd, a 72h (r a, a — 1,a, =) 
$ a— 1 


1-7 gain ô 
+f dô, 6975 | —— F; ( a,l +n — ?2a,2 +n -— 2a, ) 
” 2a— l-n 02 


— fe dé, §3a-1-s—n ( 2F1 (n pz a, a— 1, a, —1) | 2F1 (n a, 1 n 2a, 2 n 2a, 2) 
Ti 1 
n 

















a— 1 l+n—2a 


a—1 1-7 
= / doi oF; | n—a,a— 1,a, dl 
a— lj} ô1 


1 
2a— l-n 











1-7 
T do, 0 ° 2F1 (n — a, 1 +n — 2a,2 +n — 2a, —ô1) 
n 


(79) 


Let us remark at this stage that z argument in 2F1(a, b,c, z) verifies |z| < 1 in the above 
integrals. The first one is trivial and gives: 








pe (1 pars — a-s—n (= (n—a,a—1,a,—1) | 2Fi(n—a,l+n—2a,2+n — 2a, 2) 





























3a—s-n a—1 1 +n -— 2a 
Le / F; (n—a,a— 1,a,—1 F 14 2a, 2 + 2a, —1 
= n 2Fı (n — a,a — 1,a,—1) X 1(n—a, n — 2a n —2a,—1) de 
3a—s—n a—1 l+n—2a 
(80) 
The second one is a bit more involved 
b= NE SE nl) 2Fifn—-a,a—1,a,—:) 
2 a— 1 3a—s-n a— 1 
Í 
2Fi (n — a,s +n — 1 — 2a, s + n — 2a, —ô1) 
s+n—1—2a : 
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K qo 2F i (n — a,a — 1,a,—1) 2Fı (n —a,s +n — 1 — 2a, s +n — 2a, —1) 
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net (1 — n) aso ++ 2a F; (n a,a— l,a, r5) °F: (n a,s+n—1—2a,s+n-— 2a, 4) 





3a—s-n a— l1 s+n—1—2a 


mas (ane ue ten 2Fifn—-a,s+n—1—2a,s+n—2a, n) 











sen a— l1 s+n—1l—2a 








ice nt tana A), 2. 
(a—1)(s+n—1—2a). LC ne, to(n***) (81) 


On the last line we used the series representation of 2F1 : 


2Erlobc2)= D (ak (bkz° (82) 


k=0 (c)4k! 





for |z| < 1. In particular, for c = b + 1 we have: 


= T(1+a)b 
Pi(—abb+ 1-2) = rx ba—k (+h) +h) i (83) 








Finally, the third one is : 
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2a—1-n s+n-— 3a 1+n—2a 
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2Fı (n—-a,l+a—s,2+a-—s,—61) 
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s +n -— 3a 1 +n- 2a l+a-s 
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+ o(n°T'*) + o(n) (84) 


Collecting these results one finally get the sum: 
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s+n—1-2a 


A similar computation was done for the TCT and TTC terms, with the correct cut-off 


prescriptions. Note however that CTT = TTC. 
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B Computation of the divergences in the TTTT term 


The computation of an amplitude with four tachyon insertions is clearly a lot more involved 
than the above one, since three integrations have to be done. The straightforward OPE of 
the four tachyons is doable and gives, from (109) : 


LE T2 —E T3—E€ 
Jan | dea f des f dza žy tT (x1) T (m2) Tt (ms) XD TT (z4) 
T1 x T3— 


—L 2—L L 


0 ot LOSE L3—-€ 
= f da, e* | dx i dx3 | dz4 
zı—L zə—L xz3—L 


(« — 1)?(a — x2)? (x1 — x3) (£1 — 24) (x2 — 23) (£2 — @4) (x3 — 24)? 


as (a1 = x2)?" (ay = za) "(a9 <= 23) (£3 = eye 


+ (a — 1)? (z1 — 22) l (x1 — £3)(x£1 — r4)? (z2 — 23) 2(x0 — £4) (x3 — a) (86) 


This integrand is too much coupled in its variables and not analytically computable in 
this form. But one can show using the identity 
(x1 — £2)(£3 — z4) — (z1 — z3)(£2 — z4) + (z1 — z4) (£2 — £3) = 0 (87) 


that the integrand can be reexpressed as 


0 LT] —E X2 —E T3 —E 
fan ews 1 ara f dns f dx4 
xzı—L z2—L x3—L 


(« Ge) ses) ai) 





+ (2(a — 1)? — 1) (£1 — m2) (an — 24) (x2 — 23) (£3 — 24) + 
+ (a — 1)?(x1 — to) (£2 — £3)? (a3 — da) (ai — mr) (88) 


If we use the change of variable 





v2 = —L6, TT 1 
T3 = — Lôo + v2 
v4 = —L634+ 23 (89) 


the integral becomes: 


1 1 1 
/ da, etx’ J dû i dô i dôs 
n n n 


(e- 1)? 02726202 2 (51 + d2 + 83)" + (a — 1) 0202 26% (61 + 2 + d3)? 





+ (2(a — 1)? — 1) 697162168161 + 62 + me) (90) 
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It is possible to extract the divergences by analytic integration but we need to be careful 
since we will need at some point to commute the integrals and sums. For this reason, the 
z-argument in the 2F1(a,b,c,z) should satisfy |z| < 1. 

We will not develop the whole computation, but give as an example one of the three 
integrals. Let us study the following one: 


1 1 1 
f dé, / dô2 i, dôs 69087262 (61 + 02 + 83)? (91) 
n n n 
Integration of 63 imposes to separate the domain of integration in three parts: 


61 + 62 > 1 and 63 € [n; 1] < 61 + ô2 
6, + 02 < 1 and 63 € [n; 01 + 69] < 01 + 62 
01 + 62 < 1 and 63 € [01 + 02; 1] > 01 + 62 (92) 








This makes three integrals: 



































= f dôi T dô2 F dôs 87827282 (61 + 82) 2(1 + 5? 
1-6 à ôi T 
1-61 51+62 63 
b= f aos f dé f dôs 69097 76$(61 + 82) ?(1 + ye 
7 61 + 62 
1-61 1 
= am f dô / dd i, dôs 5959-2420-2(1 + 01 + 02 yaa (93) 
51 +82 03 
which integrate to: 
1 1 j on Ô3 l 
L = | dô dôa 69887 2(61 + 62) Fı(2—a,a+1,a +2, 
1 : TE 2 01 KG ) AFE i a, a a a) 
yo asa—2 De. 3 TRS 
n= f dû f dôs ôT 05 (01 + 62) PL a, & + lla 1 2, +) 
1 
1—01 a—1 ô 
n= f dû f dôs 0109 = 2F1(2 a, l 2a, 2 2a, a+ 2) (94) 
À 01+02 





We will not develop the computations for all the three integrals. Let us focus on the third, 
which is easier to present. The method is similar for the two other ones. 








1 1-6, 1 
ive J a i dôz 5962-2 TN 00a 6, =o) 
m E 2a — 1 








2F1(2 — a, 1 — 2a, 2 — 2a, o) (95) 


These are two different integrations to do. We have: 








1 1—01 1 
I} = aos f dôs ggg? De 2F1(2 a, 1 — 2a,2 — 2a, —6, 02) 


1 1-6, 2a—1 
=- f af ag, Ort a) F1 (2 — a, 1 — 2a, 2 — 2a, —1) (96) 
n 
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Each of these separates again in three parts: 


1 
Ô1 € [n; 3! and 42 € [n; 1] 
1 
6, € În; 3! and Ô € (01; 1 — 01] 


1 
ð € [53 1] and 69 € In; 1 — 01] (97) 


There is no known expression for the integration of J}, but it is not much of a problem 
since we only want to extract divergences. Because |b; + 62] < 1, one can express 2F1 as its 
series expansion given in (83). Since the series is convergent everywhere in the integration 
domain, we can commute the sum and the integral, such that 


co 


> T(a—1) 
=~ do perio ah mu da Fh) 


n=0 


1/2 ô1 1/2 1-46) 
x | dôi J dé 82837? (1 + 62)" + i dô Í dôz 82827? (81 + 62)" 
n n 


n ô1 
1 1-61 

af a | döz 6097 2(61 + 62)" | (98) 
1/2 n 








These integrals are very similar to the ones studied in appendix A. Following the method 
presented there, and with a careful power analysis in 7, we can obtain: 


=> = Tr(a- 1) 
sae PRE TEE TES 
Dec d | | CRE = 1) yo 
i | Chel EHieneD 


no} 2Fı(2— a, 1 — 2a,2 — 2a,—1) | oFi(2—a,a+1,a+2,-1) 
3a(a — 1) 2a —1 i a+1 

















+o(1) (99) 


The computation of 13 is less difficult. With method of appendix A and (97), it gives: 














j ue a sf 2F1(1 — 2a,a — 1,a,—1) 2F1(1— 24,2 = 3a,3 — 3a, —1) 
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n a — — 04 
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cr et + o(1) (100) 


31 


We do not integrate explicitely the first term so that the logarithm appears unambiguously 
at a = 1/4. This has to be compared to the second term which does not become a logarithm, 


since it is finite at a = 1/4. Indeed, for this precise value a — 1 = —3a and one gets m 
Finally, summing up I} with I3, one obtains: 








a-—1l 2 — 3a 
. 2F102 a, 1 — 2a,2 — 2a, —1) 


fast an ap ec _ 2Fi(1 — 2a, 2 — 3a, 3 — 3a, 2) 


n 
































1 — 2a 
net F1 (2—a,a +1,a +2, —1) Lo(1) (101) 
3a a+ 
Similarly one computes J; and L, for which we obtain: 
I, = o(1) (102) 


and 








a-—1 2 — 3a 
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a+1 
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One expresses then the whole integral (91) as 


1 1 1 
i dé, f dôz f dd3 8163783 (61 + 02 + 83)? 
n n n 
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5 T(a—1) 2F1(—-2a+n+1l,-a+n+2;—2a+n +2; 
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pi Se ay i 
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Similar techniques apply to the two other kinds of integrals. 


C Partition function to eighth order 


The disk partition function for the system, unintegrated over the time-like zero modes, can 
be expressed as a series: 


Z(r|xo) = 5 (taxer) 7, (105) 
n=0 


with I, a coefficient that is equal to the sum time-ordered integrals that appear at order n 
in the perturbative expansion. We can express it in a condensed form as : 








4r? a, ag 
E 135 ... 2n—1 s P a3 a4 2 BOR Dp | (H1) 22-1924 
Tn = [din 246 ... 2n ye) ae (1 — 4r*) 
perm P 
a2n—-1 An 
(106) 
with the time-ordered measure 
2n dt; 2n—1 
tln = | | = ti— ti 1 
n =g II OG- t (107) 
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We have also introduced convenient notations for the integrand, defined as: 


ai Q2 








n 2n p n 
aza ii ; 
Te =|[ II S(asi-1,a;)S(ax,a;) , un =|] II Six Ja) 
vee a Er ji j2. series 
i=1 j=2i+1 a=la=1 
a2n—1 A2n 
(108) 
where S(i, j) = |2sin Hi . The sum in (106) is done over all permutations within the set 





{1,2,3...2n}.! Up to n = 2, the partition function, for given |r| < 1/2, reads: 




















—4r? 
Z{(rlxo) = 2 — 2 AHAT ere" [atl z (1— Ar?) 
—4r 
4 2x0? 13 42212 13 a22 14 
rafa) faa] aa] (Elala taala 
esa (109) 
The computation at second order in T, for r < 1/2, gives the result 
r(2—4 
Z(r|zo) = 2 — DATA en + o((ata-)?) (110) 


where we used the Dyson integral [35]: 


a II ra + na) 
iti = guj? = 111 
For 


We notice that the result (110) is analytic in r for all values below the critical distance 
re = 1/V2. The reason for this property should now be familiar to the reader. For |r| < 1/2, 
the contact term vanishes, hence give no contribution to (110). The value r = 1/2 is particular. 
We see that the prefactor of the second order integral in (109) vanishes; at the same time, 
the contact term gives a finite contribution, ensuring the continuity of the result in (110). 
For any 1/2 < |r| < re, the second-order integral in (110) is divergent. As we explained in 
subsec. 3.3, the divergence is canceled by the contribution from the contact term, that appear 
in the worldsheet action (15), where £ is chosen to be the same as the short distance cutoff 
n (109). The finite part that remains agrees precisely with (110). Hence, the presence of 
the contact term gives (at least at this order) a continuous result all the way to the critical 
distance. 


The r=1/2 case 


Finding the complete expression of the disk partition function at any |r| < 1/V2 seems to 
be out of reach, since integrals involve complicated highly coupled multidimensional integrals 
with path-ordering. 





'To be precise, we have P({1,2,3...2n}) = {a1, a2, a3 . . . azn }- 


34 


For this reason we want to compute the partition function in the special case where 
w = 1/2 which is tractable. We recall that the perturbative expansion of the worldsheet 
action is given by (6): 


ZEN = cee) 


(ee fart 7+ (A= f aêr- ro) 











>. ( lee ee + 5 fite (T*(&) es TE (fntp)) x 


n,p=0 perm 











MALE eee aig). (112) 





2 $ 





with n and p of the same parity and TF = e 
Due to the Fermi multiplets correlators, the only non-vanishing terms are the ones which 
have as much + as —. The correlator of the Fermi multiplets are easy to compute using Wick 
theorem and the Green function (5). It leads to one product of supersymmetric sign functions 
II é(2i, 2i + 1), which decomposes into a sum of 2(n!)? supersymmetric path orderings. One 
finds that these path orderings are all equivalent under permutations of TT°s (T's) with 
T?’s (T~’s) and permutations of integration variable. So one choose one path ordering, 
symbolically ĉi > t2 >... > to, multiplied by a factor 2(n!)?. We should then compute: 


Z(r, RE DE 2 DA)" f dll (T EDT (En. Gon) 
n=0 


2 D (AA ree fu TI S(2i,25)$(2i — 1,27 — 1) 
n=0 


i<j 


IN ON re h (113) 
n=0 





with $(i, j) = |2 sin “S| — e(i, j)0:0;. 


The computation of the integrals J,, is as follows, using the notation of eq. (108). We have 
first 




















h=-5 [lth = (114) 
Then 2 which is still easy 
h= =) 3 l í | 1% ~ a i ate) 
and 
he ae ois Hao | Se al of 1 16 1 
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I; is a bit more complicated to compute, but in terms of integrals, we find: 


frets | sr | [6 1 mS Ee | 2 il sue | 





2 2 || 1 || 3456 























à 1 [dt] 1 2 3 4 
(27) 4! 234 || 134 || 124 || 123 
n 1 143 55 | 13 1001 175 1 ; 1 
1120 14475 19274 ` 480r? 259276 43274 24072) 1674 
1 3575 205 1 1 
= = + (117) 
1120 259276 172874 327? 167 
where we introduced the totally antisymmetric form : 
ab... {n A 
= sj 
| cd... | 2 p(c)p(d)... 
= ab... | (ac... di ad... + 
~ cd... bd... bc... a 
(118) 
with the partially anti-symmetric form : 
abc... abc... 
( di. ) = e(a, b)e(a, c)e(b,c) x ... x e(d,e)e(d, fje(e, f) x... x dt | (119) 





The bigger n is, the more complicated is the corresponding term in the partition function. 
This is because more and more contribution of the contact term appear and that the path 
ordering can’t be always removed. For the special value r = 1/2 the contact term has indeed 
a non-zero, but finite contribution to the final result. 

We end up with the following expansion. The terms coming from pure ’non-contact’ 
contributions are underlined: 


ix +y-)2 2 +3 7 
Z{x) = 1— MAS + (A À ) e2it (1 T ) (À À ) eis (1 . =) 
T 














2 Ar? 6 873 3m? 
OP) ie (44 175, 1001 , 77 55, 143 137? , 1 
16m | 7-27 1627 "15 12" 972 30 7) 
(120) 
where we recognize the trivial expansion : 
it 2ix 3ix 
€ ADE _,3€ 1 
1—ATAT— + ATA) — — OTA st... 121 


In fact, this factorization is exact to all orders; by looking at the integrals I„, one can see 
that the maximal contact term is always present and has a standard form, which we recognize 
as a Vandermonde determinant. 

The remaining terms should come from a non-trivial function that multiplies (121): 


+y-\2 2 2 +)-\3 
Z(x) = 2 1 ATA To 128 ~r ATA Qi 
1+ AAC eit 2T 6 3n? 6 Qn 
2 104 2 4 +y-\4 | 
| Uo eee ads ae ATA fit (122) 
108 1627? 2 70 27 


36 








This doesn’t seem to come from the Taylor expansion of a simple expression. 
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